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Meinen omfBngmchen Verlag auf dem Gebiete der HathematiBolien, 
derTsoluiiBelieB und NaturwiBaenaohafton nach allen Richtangen bin 
weitet aossabanen, ist mein stetes dutch du TeitiftTien und Wohlwollen 
uthlreicher hervonagender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemflhen, wie mein Verlagakatalog seigt, nnd ich hoffe, daß bei gleicher 
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teilongen", veiene nnenq^enucD m buuuu jsxempiaren sowoni im In- als 
auch im Aodande von mir verbreitet w^en, sollen das Fabliknm, welches 
meinKoi Verlage Aofinerksamkeit schenkt, von den erfcbienenen, unter 
der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unternehmungen des 
Teubaerschen VeilagE in Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis 
auf die Jfingstzeit fortgefdhrte jBluIich zwei- bis dreimal neu gedniokte 
Teraelohnis des Terlaga von B. Gh. Teubner auf dem Ct«biete dar 
HathematUc, der Teohuieohen und Naturwiaaeneohaften nebst 
Qrenagebietäii, 100. Ausgabe [XLVHl u. 272 S. gr. B], in aUen Bnch- 
handlnngen' unentgeltlich in haben, werden auf Wunsch aber auch unter 
Ereuiband von mir unmittelbar an die Besteller übersandt 
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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 
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Der in diesQiix Bande 'behwdölteStqff^ist zur Eiufühfu 
der im zweiten Stu^diensemqsier steEeSSei Hörerin das'ij^ie. 
der technischen Mechanik Iresfi^Kutf^Er^m^Kt' sich auf 

■ . La • "fco • " 

die wiobtificsten m'imdleiTßpden Beficriffe, auf die sich an diese 
unmittelbar anscmießenden bat?« 'und aut^ eine lieuiij^ d(^r ein- 
\tt<nA fächeren Anwendungen, darimter auon^ain 9pldiep3.ie"iii den 
späteren Banden ausführlich^ behandelt werben sollen. "^^^ ' 
Es mag^ vielleicht ö^, daß ich ängstKcher, ^Ggerade 
nötig gewesen #2xe, in diesem ersten Teile auf die Venü^i- 
dung aller verwickeiteren Betrachtungen bedacht gewesen hin. 
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Gelegentliche Äußerungen meiner Hörer lassen wenigstens 
darauf schließen, daß ich nach deren Ansicht bei der Ein- 
führung in die Mechanik eher zu langsam als zu schnell 
vorangehe. Man muß aber bedenken, wie wichtig es ist, den 
Lehren, mit denen die Mechanik beginnt, eine eingehende und 
sorgfältige Besprechung zu teil werden zu lassen, um da- 
durch eine nach allen Seiten hin gefestigte Grundlage für den 
weiteren Aufbau zu gewinnen. Diese Rücksicht verbietet es, 
über manche Dinge, von denen sich freilich annehmen läßt, 
daß sie den Hörern der Vorlesung schon ziemlich gut bekannt 
sind, allzuschnell hinwegzugehen. Auch dem Leser dieses 
Buches, der sich in die Mechanik einzuarbeiten wünscht, 
möchte ich daher sehr empfehlen, auch solche Ausführungen, 
die ihm auf den ersten Blick vielleicht entbehrlich erscheinen, 
weil er über den Gegenstand bereits hinreichend unterrichtet 
zu sein glaubt, immerhin mit aller Aufmerksamkeit durch- 
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zulesen. In der Regel dürfte er sich dabei noch über manchen 
Umstand klar werden, der hier in Erwägung gezogen ist, 
während er ihm bis dahin entgangen war. Später wird sich 
diese Mühe reichlich lohnen, denn von den Schwierigkeiten, 
die sich dem Eindringen in die höheren Teile der Mechanik 
entgegen zu stellen pflegen, sind .wohl die meisten darauf 
zurückzuführen, daß der Leser an den Gegenstand herantritt, 
bevor er die Elemente genügend beherrscht. Je genauer man 
sich mit diesen bekannt macht, um so besser ist man auf das 
Studium der schwierigeren Probleme vorbereitet. Es schadet 
auch jedenfalls nicht gar zu viel, wenn man wirklich einmal 
einer zur vollständigen Darstellung des ganzen Systems ge- 
hörigen Auseinandersetzung gefolgt ist, ohne dabei irgend 
etwas neues erfahren zu haben. Viel größer wäre dagegen 
der Schaden, wenn man im trügerischen Vertrauen auf ver- 
meintlich ausreichende Vorkenntnisse flüchtig über einen wich- 
tigen Gegenstand hin wegeilte und darüber einer Bemerkung 
verlustig ginge, die für das Verständnis späterer Untersuchungen 
Von Bedeutung ist. 

Die Mechanik macht ausgiebigen Gebrauch von den 
Hilfsmitteln der Mathematik. Bei aller Anerkennung dieser 
schätzenswerten Dienste darf man aber darum die Rolle, die 
die Mathematik in der Mechanik spielt, auch nicht über- 
schätzen oder gar das mathematische Gewand, in das die 
Lehren der Mechanik gekleidet sind, als die Hauptsache be- 
trachten. Je weniger Rechnung für die Lösung einer Aufgabe 
der Mechanik aufgewendet zu werden braucht, desto besser 
ist diese Lösung vielmehr. Durch die Vermeidung von ent- 
behrlichem Rechenbei werke erreicht man nämlich, daß die 
Aufmerksamkeit vorwiegend den konkreten Vorgängen, auf 
deren Untersuchung es ankommt, zugewendet bleibt und daß 
sie nicht durch die formalen Rechenoperationen abgelenkt 
wird. Für einen Meister, der den Gegenstand bereits voll- 
ständig beherrscht, ist diese Gefahr freilich auch bei einer 
langatmigen Darstellung kaum zu befürchten, um so mehr 
aber für den Anfänger. 
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Hierbei kommt namentlich in Betracht^ daß die mathe- 
matischen Lehren, so wie sie heute überall vorgetragen werden*), 
in eine Form gegossen sind, die ihrer unmittelbaren Anwendung 
in der Mechanik nicht besonders günstig ist. In der Mechanik 
und überhaupt in der theoretischen Physik handelt es sich 
vorwiegend um die Untersuchung gerichteter Größen. Für 
einen solchen Gebrauch ist aber, wie man bei aller Hoch- 
achtung für die Leistungen der heutigen Mathematik betonen 
muß, der allgemein eingeführte Lehrvortrag wenig angepaßt. 
Algebra und Analysis beschäftigen sich nur mit den Be- 
ziehungen zwischen Größen ohne Richtung; die bekannte 
geometrische Deutung der komplexen Größen, die scheinbar 
eine Ausnahme macht, hat dem Zwecke, um den es sich hier 
handelt, in der Tat mehr geschadet, als genützt. Li der ana- 
lytischen Geometrie wird allerdings gezeigt, wie man mit Hilfe 
der Koordinatenmethode auch gerichtete Größen der Rechnung 
unterwerfen kann; das Auskunftsmittel, dessen man sich hier- 
bei' bedient, nötigt aber zu einer weitschweifigen Darstellung, 
die der klaren Auffassung der Sache wenig forderlich ist. 
Die neuere synthetische Geometrie endlich nähert sich zwar 
wegen der Vermeidung eines Koordinatensystems erheblich den 
Bedürfnissen der Mechanik, und sie ist darum vor einem 
Menschenalter namentlich auch von Vertretern der technischen 
Mechanik mit lebhafter Freude aufgenommen worden. Anderer- 
seits beschäftigt sie sich aber so überwiegend mit den rein 
projektivischen Beziehungen, daß sie zur Untersuchung der 
gerichteten Größen längst nicht auszureichen vermag. 



*) Seit ich dies schrieb, haben sich die Verhältnisse in dieser Hin- 
sicht recht merklich gebessert. An einigen Hochschulen — auch hier 
in München — ist bereits eine kurze Darstellung der Theorie der ge- 
richteten Größen in den Studienplan der mathematischen Vorlesungen 
mit aufgenommen worden. Bei der stetig zunehmenden Verwendung 
der Rechnung mit Vektoren auf allen Gebieten der theoretischen Physik 
darf man bestimmt darauf rechnen, daß über kurz oder lang die Theorie 
der Vektoren einen selbstverständlichen Bestandteil jeder grundlegenden 
mathematischen Vorlesung bilden wird. (Zusatz zur 3. Aufl.) 
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Gesunde Anläufe zur Verbesserung der für den Gebrauch 
in der Mechanik bestimmten mathematischen Hilfsmittel sind 
nun freilich von einzelnen hervorragenden Mathematikern schon 
längst gemacht worden. Vorläufig reichen sie aber noch nicht 
besonders weit und leider sind sie bisher auch nur von ge- 
ringem Einflüsse auf die Gestaltung der herrschenden mathe- 
matischen Lehre geblieben. Man darf wohl hofiPen, daß die 
Zukunft bringen wird, was hierin bisher versäumt wurde; 
manche Anzeichen scheinen darauf hinzudeuten. Einstweilen 
muß man aber mit dem auszukommen suchen, was uns heute 
an mathematischen Hilfsmitteln geboten wird. 

Hiermit soll aber nicht gesagt sein, daß die Mechanik 
nun auch ihrerseits willenlos an die in der reinen Mathematik 
üblichen Darstellungsformen gebunden sei. Es muß ihr viel- 
mehr die Freiheit gewahrt werden, sich nach Möglichkeit der 
ihren Zwecken am besten angepaßten Ausdrucksweisen zu be- 
dienen. In der Tat tritt auch bei den neueren Bearbeitungen 
der Mechanik der Begriff der gerichteten Größe oder des 
Vektors allmählich immer mehr in den Vordergrund, und 
zwar auch in solchen Arbeiten, die bei den Ausrechnungen 
den Vektor noch überall in seine Komponenten zerlegen. Ich 
selbst habe mich schon seit langer Zeit dazu entschlossen, so 
weit es angesichts der mathematischen Vorkenntnisse, die man 
voraussetzen darf, zulässig ist, überall mit den Vektoren selbst 
zu reebnen. Vor allem kann die Mechanik ohne erhebliche 
Einbuße an Klarheit und Übersichtlichkeit nicht auf den 
Begriff der geometrischen Summe zweier gerichteter Größen 
verzichten. Das ist heute wohl allgemein anerkannt. Man 
darf aber dabei nicht stehen bleiben: auch die beiden Arten 
des geometrischen Produktes sind in so enger Weise mit den 
Hauptbegriffen der Mechanik verbunden, daß ihre Einführung 
dringend geboten erscheint. Mit diesen drei Begriffen der 
Vektor-Algebra rechne ich in meinen Vorlesungen, und ich 
kann es, ohne voraussetzen zu müssen, daß der Hörer oder 
der Leser auf ihren Gebrauch schon vorbereitet sei. Die 
Mechanik führt vielmehr von selbst mit Notwendigkeit auf 
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sie hin und es bleibt nur übrige für das, was ohnehin er» 
örtert werden muß, eine bestimmte einfache Bezeichnung ein- 
euf&hren. So führt die Zusammensetzung der Kräfte von selbst 
zum Begriffe der geometrischen Summe, die Arbeit und das 
statische Moment fuhren zu den beiden geometrischen Pro- 
dukten und das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten und 
der Momentensatz stellen sich von selbst als Multiplikations- 
sätze heraus. Auf die ,,heteraptische^^ Summe nach der Be- 
zeichnung des Herrn Budde und auf die Raumdifferentiationen 
der Yektor-Analysis gehe ich dagegen nicht ein; von diesen 
letzten mache ich nur in einer Vorlesung, die ich ab und zu 
über die Theorie der Elektrizität abzuhalten pflege, Gebrauch. 

Wie in den anderen Bänden habe ich auch in diesem zur 
weiteren Er^nzung einiges zugefügt, was in der Vorlesung 
selbst aus Mangel an Zeit nicht besprochen werden kann. 

Der mit der Mechanik vorher schon gut vertraute Leser 
darf in diesem ersten Bande, der sich mit den einfachsten 
und seit langer Zeit untersuchten Erscheinungen beschäftigt, 
natürlich sachlich nicht viel neues erwarten. Ich hoffe aber, 
daß die Art der Darstellung meiner Arbeit eine freundliche 
Beachtung auch bei ihm sichern wird. 

München, im Juni 1898. 

A. FSppl. 
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Für diese Auflage habe ich das Buch von neuem genau 
durchgesehen und überall sorgfältig erwogen, welche Ver- 
besserungen sich daran vornehmen ließen. Das Ergebnis be- 
steht an einigen SteUen in der Einschaltung neuen oder in 
der Beseitigung älteren Stoffes, der mir jetzt entbehrlich er- 
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Bohien, vorwiegend aber in Änderungen von geringerem Um- 
fange in den Einzelausführungen^ deren schärfere und deut- 
lichere Herausarbeitung ich mir angelegen sein ließ. Hierbei 
habe ich manchen Verbesserungsvorschlägen, die mir entweder 
von der öiBPentlichen Kritik oder auf privatem Wege zugegangen 
waren, soweit iair dies tunlich und ratsam erschien, Rechnung 
zu tragen gesucht, 

' ^or der dem Verfasser eines viel benutzten Lehrbuch» 
recht nähe liegenden Versuchung es jedermann recht machen 
zu .wollen^ habe ich mich jedoch wohl gehütet. Zugestand^ 
nisse ^n fremde ' Anschauungen, die sich mit dem Greiste, in 
dem dieses Lehrbuch abgefaßt wurde, nicht vereinigen lassen^ 
darf man daher auch in dieser Auflage nicht erwarten. 

Wie schon in der ersten Auf lagiB beginnt d«.s Buch auch 
diesmal wieder mit dem, Satze: „Die Mechanik ist ein Teil 
der Physik/' Damit ist die Richtschnur bezeichnet, die ich 
bei der Abfassung des ganzen Werkes als maßgebend betrachtet 
habei. Ich will damit niemand das Recht bestreiten, die 
Mechanik, im Gegensatze zu mir, als einen Teil der Mathe- 
matik zu betrachten und sie so vorzutragen, wie es diesem 
anderen Leitgedanken angemessen ist. Dagegen muß ich es 
freilich als einen Mißgriff betrachten, wenn sich ein Vortrag, 
der von dieser Anschauung durchdrungen ist, an Hörer oder 
Leser wendet, die zum praktischen Handeln berufen sind und 
dafcir Belehrung und Unterweisung suchen. Die Erfahrung 
hat dies stets eindringlich genug bestätigt und wird es immer 
wieder von neuem lehren. 

Für die dritte Auflage des ganzen Werkes sind fünf 
Bände in Aussicht genommen. Dazu entschloß ich mich in 
der Absicht, namentlich den dritten und den vierten Band zu 
entlasten. Weitergehende Betrachtungen, die zwar für die aus- 
übende Technik auch noch von großer Bedeutung sind, die 
aber die Grenzen zu weit überschreiten, die man einer all- 
gemeinen Vorlesung über technische Mechanik notgedrungen 
ziehen muß, sollen in Zukunft in dem neuen fünften Bande 
untergebracht werden. Hierdurch wird es möglich sein, den 
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Umfang des dritten und des yierten Bandes auf ein dem 
nächsten Bedürfnisse besser als seither entsprechendes Maß zu- 
rückzuführen und zugleich doch noch dem wissenschaftlich weiter 
strebenden Leser, der auch bei der Vertiefung seiner Studien 
den Zusammenhang mit den in der Technik selbst auftauchen- 
den Fragen nicht verlieren will, im ganzen erheblich mehr an 
Stoff zu bieten, als seither. — Der fünfte Band soll aber erst 
erscheinen, nachdem auch der dritte und vierte Band schon 
in dritter Auflage herausgekommen sind, was immerhin noch 
eine geraume Zeit in Anspruch nehmen wird. 

München, im Oktober 1904 

A. F»ppL 
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Einleitung. 
Ursprung und Ziel der Mechanik. 



Die Mechanik ist ein Teil der Physik. Ihre Lehren be- 
ruhen wie die aller anderen Naturwissenschaften iü letzter 
Linie auf der Erfahrung. Unsere Aufgabe besteht aber jetzt 
nicht darin , alle Beobachtungen , die durch die planmäßige 
Anstellung von Versuchen gewonnen werden können und die 
ursprünglich zum Aufbaue der Mechanik verwendet wurden, 
hier im einzelnen vorzuführen. Das ist vielmehr die Aufgabe 
der Experimentalphysik und vom Hörer dieser Vorlesungen 
oder vom Leser dieses Buches wird vorausgesetzt, daß er mit 
den einschlägigen Lehren der Experimentalphysik bereits ver- 
traut sei. 

Um recht zu verstehen, was die Mechanik will und welche' 
Stellung sie den Erfahrungstatsachen gegenüber einmnimt, 
wollen wir iiöß zunächst überlegen, auf welche Weise das 
überhaupt gewonnen wird, was man in der Umgangssprache 
als^ „Erfahrung" bezeichnet. Ma*ncher sieht viel in Seinem 
Leben und weiß daraus doch kein^e Erfahrungen im eigent- 
lichen Sitine des Wortes, nämlich keine nutzbaren Erfah- 
rungen zu sammeln. Dazu gehört, daß man sich nicht damit 
begnüge, sich die Erscheinungen, die man gewähr wird, im 
einzelnen zu merken, sondern daß man den Umständen nach- 
forsche, unter denen diese Erscheinungen eintreten und daß 
m^n unterscheiden lerne, welche dieser Umstände wesentlich 
für den Erfolg und welche nur zufällig sind. Wer jahraus 

F ö p p 1 , Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 1 



2 Einleitung. 

jahrein in einem engbegrenzten Wirkungskreise tätig ist, ver- 
mag wohl auch ohne besondere Schulung mit der Zeit nutz- 
bare und geordnete Erfahrungen zu sammeln, die ihn be- 
fähigen, den Erfolg seiner Tätigkeit mit hinreichender Sicher- 
heit vorauszusehen. Dies wird aber um so schwieriger, je 
vielgestaltiger die Aufgaben sind, die an ihn herantreten und 
je verwickelter die Bedingungen sind, denen diese Aufgaben 
unterworfen werden. 

Ein tüchtiger Praktiker ohne ausreichende wissenschaft- 
liche Vorbildung, der in diese Lage versetzt wird und sich 
seiner Aufgabe gewachsen zeigt, schlägt dann regelmäßig ganz 
von selbst denselben Weg ein, auf dem auch unsere heutige 
Mechanik zur Entwickelung gelangt ist. Aus dem ihm vor- 
liegenden Beobachtungsmaterial, das er nach Möglichkeit durch 
geeignete Versuche zu ergänzen sucht, schließt er vor allem 
darauf, welche Umstände von ausschlaggebender Bedeutung 
sind, er überzeugt sich davon, ob diese Umstände den Erfolg 
immer in derselben Weise bedingen und nennt sie, wenn dies 
zutrifft, die Ursachen der Erscheinung. Sobald er zu dieser 
Stufe gelangt ist, befindet er sich im Besitze einer Theorie 
des Vorgangs. Nur selten wird es ihm freilich möglich sein^ 
blos aus eigenen Kräften ohne fremde Beihilfe zu einer wohl- 
geordneten Darstellung des ganzen ihn interessierenden Be- 
obachtungsmaterials zu gelangen; er wird in seine Auffassung 
zum mindesten das verflechten, was er von Mitarbeitern oder 
Pachgenossen über denselben Gegenstand erfuhr. Immer wird 
er freilich von seinem Wissen das am höchsten schätzen und 
ihm am meisten vertrauen, was sich bei seinen eigenen Ar- 
beiten schon augenscheinlich bewährt hat. So mag er zunächst 
vielleicht nur vermuten, daß ein gewisser Zusammenhang be- 
stehen könne und daraus den Schluß ziehen, daß unter geeig- 
neten Bedingungen ein bestimmter Erfolg zu erwarten sei, wenn 
die Vermutung richtig war. Falls aber nachher die Probe, zu 
der er sich dadurch ermutigt fühlt, seine Erwartung bestätigt,^ 
wird er die vorher zweifelhafte Vermutung in den Schatz seinea 
theoretischen Wissens aufnehmen. 
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Wenn derselbe Praktiker nachher erklärt, daß Probieren 
über Studieren gehe, darf man ihm dies nicht übel nehmen. 
Er sagt es nur, weil er nicht weiß, daß ein Probieren solcher 
Art die vornehmste Art des Studierens, daß es nämlich echtes 
Forschen nach wissens'chaftlicher Methode ist. Er weiß auch 
kaum, daß die Grundsätze, von denen er sich leiten läßt, in 
ihrem Zusammenhange eine zum Teile selbst geschaffene, zum 
Teile von andern übernommene Theorie bilden, die sich von 
den Theorien der Gelehrten nicht dem Wesen, sondern nur 
dem Grade nach unterscheidet. 

Ein einzelner Mensch, der auf sich selbst gestellt wäre, 
müßte den zahllosen Rätseln, die ihm das Geschehen in der 
Natur aufgibt, ohnmächtig gegenüber stehen. Auch der Be- 
gabteste, selbst ein Galilei oder Newton vermöchte nur 
gar wenig auszurichten, wenn er ausschließlich auf die Ver- 
arbeitung seiner eigenen Beobachtungen angewiesen wäre und 
sich nicht zugleich auch den Erfahrungsschatz anderer und 
namentlich den von vergangenen Geschlechtern her ererbten 
in bereits geordnet vorliegender Form nutzbar machen könnte. 
Und darin besteht namentlich der Gradunterschied zwischen 
den Theorien der Wissenschaft und den theoretischen An- 
schauungen, die sich der reine Praktiker bewußt oder un- 
bewußt zurechtlegt, daß jene den Wissensschatz, den wir den 
Arbeiten der Forscher aller Zeiten verdanken, in möglichst 
wohlgeordneter Form zusammenzufassen suchen. Je mehr sich 
der Stoff im ganzen durch die unablässige Arbeit häuft, 
desto mehr wird es nötig, nach leitenden Gedanken zu suchen, 
durch die die Übersichtlichkeit erhöht wird und die es uns 
ersparen, viele Einzelheiten gesondert im Gedächtnisse fest- 
zuhalten. 

Freilich besteht bei dieser Art des Studiums, wenn es 
sich ausschließlich auf die uns überkommenen Erfahrungen 
richtet, leicht die Gefahr, daß der unmittelbare Vergleich der 
theoretischen Anschauungen mit den Tatsachen der Wirklich- 
keit ungebührlich vernachlässigt wird. Es ist gewiß nicht 

nötig und auch nicht möglich, daß jeder Einzelne alle Er- 
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fahrungen, die uns überliefert sind, durch eigene Beobachtungen 
nachprüft. Aber immer dann, wenn ihm zweifelhaft wird, ob 
gewisse Sätze richtig sind, oder wenn er selbst neue Schlüsse 
zog — sei es auch auf dem besterprobten Wege — , soll er 
jede Gelegenheit, die sich ihm darbietet, zu einem Vergleiche 
seiner Folgerungen mit den Erscheinungen der Wirklichkeit 
benutzen. In diesem Sinne muß auch dem wissenschaftlich 
Gebildeten das Probieren die oberste Art des Studierens sein. 

Was sich in der Mechanik bisher als ein gesicherter 
wissenschaftlicher Besitzstand bewährt hat, ist auf diese Art 
gewonnen worden. Man muß sich dies wohl Tor Augen 
halten, wenn man die Zuversicht wahrnimmt, mit der in gar 
vielen Fällen auf die Richtigkeit der gezogenen Schlüsse ver- 
traut werden darf. Wen hätte es nicht schon einmal gewun- 
dert, daß die Vorausberechnungen der Astronomen immer so 
gut eintreffen, daß niemand mehr daran zu zweifeln wagt, 
daß sich z. B. eine vorausgesagte Mondfinsternis auch wirklich 
zur angegebenen Zeit einstellt? Auf andern Gebieten ist die 
Übereinstimmung zwischen Rechnung und Wirklichkeit freilich 
oft viel mangelhafter, aber auch hier gewöhnlich nur insoweit, 
als die Theorie des Vorgangs ausdrücklich von der Berück- 
sichtigung aller Nebenumstände absah. 

Daher drängt sich immer wieder von neuem die Frage 
auf, woher diese enge Übereinstimmung zwischen Rechnung 
und Naturgeschehen kommt: wie es überhaupt möglich ist, 
durch logisches Schließen den Ablauf eines Naturereignisses 
vorauszusehen. Woher kommt das Band, daß die Gesetze 
unseres Denkens mit den Gesetzen der außer uns stehenden 
Wirklichkeit in so enger Weise verknüpft, das beide zu gleichen 
Ergebnissen führen? Das ist nun freilich keine Frage der 
Mechanik mehr, sondern eine philosophische, eine erkenntnis- 
theoretische Frage. Ihre Erörterung kann indessen bei der 
Einleitung in die Mechanik nicht wohl umgangen werden, 
so sehr man sich auf Gnind von früheren ungünstigen Er- 
fahrungen sonst auch scheut, philosophische Fragen in den 
exakten Wissenschaften zu berühren. Hier würde aber ohne 
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eine bestimmte Stellungnahme dazu die Gefahr der Verleitung 
zu einer abergläubischen Auffassung des Zweckes und des 
Könnens der Mechanik bei Gemütern, die dazu neigen, nur 
zu nahe liegen. 

Die Anwort auf diese Frage ist schon durch die voraus- 
gehenden Erörterungen nahe gelegt. Der menschliche Geist 
ist gar vieler Ideenverbindungen fähig und in den zurück- 
liegenden Jahrhunderten hat man schon eine recht stattliche 
Anzahl davon auf ihre Bewährung geprüft. Jene, die sich 
mit dem wirklichen Geschehen nicht zur Deckung bringen 
ließen, hat man schließlich als Irrtümer, freilich oft erst 
nach langem hartnäckigem Widerstreben der Anhänger der 
alten Lehre, verworfen und die andern, die das leisteten, was 
man von ihnen verlangte, haben sich von Geschlecht zu Ge- 
schlecht fortgeerbt. Nicht immer übrigens sind es Irrtümer 
im eigentlichen Sinne des Wortes gewesen, die man aus der 
herrschenden Lehre entfernte: oft genug wurde eine Lehre, 
die sich sonst ganz wohl bewährt hatte, nur deshalb ver- 
lassen, weil eine andere aufstand, die noch mehr leistete, als 
sie, indem sie entweder alle Einzelheiten genauer kennen 
lehrte oder einen größeren Kreis von Tatsachen umspannte, 
als die alte Theorie, die ihr weichen mußte. Dieser Vorgang 
des Anpassens unserer Vorstellungen und unseres Denkens an 
das außer uns liegende Geschehen dauert noch jetzt mit un- 
geschwächter Kraft fort und er wird nicht ruhen, so lange es 
selbständige Denker gibt. In der Tat gibt es auch heute 
noch Gebiete genug, auf denen es an jeder befriedigenden 
Theorie, also an jeder genauen Darstellung der bestimmenden 
Umstände und der Ergebnisse ihres Zusammenwirkens fehlt 
und auf denen daher die Anschauungen in raschem, oft sprung- 
weisem Wechsel begriffen sind. Wir selbst sind Zeugen davon, 
wie in solchen Wissenszweigen alle möglichen Auffassungen 
auf ihren Wert geprüft werden und wie immer wieder nach 
neuen gesucht wird, in der Hoffnung, schließlich eine aufzu- 
finden, die zu der ersehnten Übereinstimmung zwischen dem, 
was wir nachher als denknotwendig empfinden und dem wirk- 
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liehen Geschehen führt. Auch die wissenschaftlichen Lehren 
kämpfen miteinander den Kampf ums Dasein und nur jene, 
die ihn bestehen, bleiben erhalten. 

Man braucht die vorausgehenden Sätze nicht ausschließ- 
lich auf die Naturwissenschaften zu beziehen; sie behalten 
auch anderwärts ihre Gültigkeit. Jedenfalls war es aber unter 
den Naturwissenschaften zuerst die Mechanik, die zu einer 
Fassung gelangte, die innerhalb weiter Tatsachengebiete alles 
leistete, was man von einer guten Theorie verlangen kann. 
Das ganze neunzehnte Jahrhundert, wissenschaftlich so rege 
wie kaum ein anderes vor ihm, hat an den Grundlagen des 
theoretischen Lehrgebäudes der Mechanik, wie es ihm vermacht 
wurde, nur gar wenig mäkeln oder bessern können. Alles, 
was in diesem langen Zeiträume von unzähligen, emsigen 
Forschern beobachtet und gefunden wurde, hat vielmehr nur 
dazu dienen können, die glückliche Fassung, die unsere Vor- 
eltern der Mechanik gegeben haben, aufs neue zu bestätigen. 
Daß von den Einzelausführungen manches ergänzt und berich- 
tigt werden mußte, ist selbstverständlich; an der wichtigen 
Tatsache vermag dies aber nichts zu ändern, daß das System 
der Mechanik, wie es aus den Arbeiten von Galilei, Newton, 
d'Alembert hervorging, seinem Zwecke auch heute noch un- 
verändert entspricht. Dadurch ist die Mechanik zum Vorbilde 
für die andern Naturwissenschaften geworden. Diese setzen 
es sich zum höchsten Ziele, ihren Stoff entweder unmittelbar 
in die Mechanik einzugliedern oder doch eine Darstellung ihrer 
Lehre zu finden, die ebensogut in Übereinstimmung mit den 
Tatsachen stehe und sich ebenso umfassend bewähre, als das 
Lehrsystem der Mechanik, das von allen als das Muster einer 
vollendeten Wissenschaft anerkannt wird. 

Angesichts dieses Werdegangs der Mechanik kann man 
wohl kaum im Zweifel darüber sein, wie die Übereinstimmung 
der Theorie mit der Erfahrung zu stände kam. Viel weniger 
so, als wenn es dem menschlichen Geiste vermöge der ihm 
angeborenen Fähigkeiten schließlich gelungen wäre, die Bätsei 
der Natur zu enthüllen oder sie zu entdecken, sondern weit 
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mehr dadurch, daß der Mensch seine Gedanken allmählich so 
ordnen und sie so verwerten lernte, wie es nötig war, um die 
Übereinstimmung mit der Wirklichkeit herzustellen. Es ent- 
spricht nur wenig dem wahren Sachverhalte, wenn man sagt, 
daß der menschliche Geist die Natur bezwungen oder ihre 
Geheimnisse für sich erobert habe. Weit eher war das Gegen- 
teil der Fall: das beständige Geschehen nach festen Regeln 
in der Natur hat den menschlichen Geist — ich will nicht 
gerade sagen erobert, aber doch — gelenkt, ihn gedrängt und 
genötigt, bis er zur Aufnahme eines Abbildes der Außenwelt 
tauglich wurde. 

Wer dieser Anschauung zustimmt — und es scheirit, daß 
sie heute von den führenden Geistern der Naturforschung 
allgemein geteilt wird — , dem kann die Übereinstimmung 
zwischen unseren Rechnungsergebnissen und den Vorgängen 
in der Außenwelt nicht mehr unverständlich sein. Auch 
praktisch hat übrigens diese Überzeugung heute schon ihre 
Wirkungen geübt. Man ist sehr mißtrauisch geworden gegen 
voreilige Übertragungen der mechanischen Gesetze auf un- 
endlich große Welträume oder auf unendlich ferne Zeiten. 
So nahe auch manche Schlüsse dieser Art liegen, können sie 
doch nur als Vermutungen gelten, denn nach der Art, wie 
unsere Kenntnis der Mechanik entstand, dürfen wir nur jene 
ihrer Folgerungen als zuverlässig betrachten, die sich auf 
wirklich erreichbare oder beobachtbare Vorgänge beziehen. Die 
Zeiten, in der die Fabel von der Laplac eschen Weltformel 
als bewiesene Wahrheit ausgegeben werden konnte — die Zeiten 
des „krassen Materialismus" — sind vorüber. 

Von Anbeginn der wissenschaftlichen Entwickelung an 
schien freilich eine ganz andere Möglichkeit offen zu stehen, 
dem inneren Zusammenhange der Naturtatsachen auf die 
Spur zu kommen. Die Vermutung lag nahe genug, daß es 
im ersten Plane der Weltenschöpfung gelegen haben könne, 
den menschlichen Geist und den Zusammenhang der Dinge in 
der Außenwelt nach genau gleichen Grundsätzen einzurichten, 
derart, daß von vornherein des gleichen Ursprungs wegen 
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ein innerer Zusammenhang zwischen den Gesetzen des Ver- 
nimftgebrauchs und den Naturgesetzen bestanden hätte. Von 
solchen Vorstellungen ließen sich die griechischen Forscher 
und viele nach ihnen vorwiegend leiten. Wenn die Vermutung 
richtig war, mußte es möglich sein, durch reines Denken, 
unbeeinflußt von den aus der Außenwelt an den Menschen 
herantretenden Erfahrungen, die Gesetze dieser Außenwelt zu 
erforschen. Es war die Aussicht geboten, aus den Keimen, 
die im menschlichen Geiste a priori gegeben waren, blos durch 
folgerichtiges Schließen das ganze System aller Wissenschaften 
und daher auch der Naturwissenschaften abzuleiten. . Das war 
die großartigste Aussicht, die sich jemals dem menschlichen 
Forschungsdrange dargeboten hatte und so lange sie noch 
irgendwie begründet erschien, vermochten sich ihrem ver- 
lockenden Zauber die nach Aufklärung schmachtenden Geister 
nicht zu entziehen. Dieser großartige Versuch ist freilich 
immer wieder fehlgeschlagen: nur kleine Bruchstücke sind von 
den großen griechischen Denkern zu dem Wissensschatze un- 
serer heutigen Mechanik beigetragen worden und auch diese 
stammen keineswegs aus dem reinen Vernimftgebrauche, son- 
dern aus gut gesehenen Beobachtungen, also aus derselben 
Erkenntnisquelle her, aus der sich später die ganze Mechanik 
entwickelt hat. Trotzdem war aber der Versuch nicht wertlos 
und wir dürfen aus seinem Mißlingen keinen Vorwurf gegen 
die griechischen Philosophen ableiten. Der Versuch mußte 
einmal gemacht werdem und erst nachdem sich nach langem, 
heißem Bemühen gezeigt hatte, daß man auf diesem Wege 
nicht zum Ziele gelangen konnte, war der Weg, den man 
weiterhin einschlagen mußte, richtig vorgezeichnet. So hat 
auch der mißlungene Versuch trotz aller Enttäuschungen, die 
er brachte, dazu beigetragen, die Wissenschaft schließlich 
mächtig zu fördern. 

Auf einem Felde freilich, das mit der Mechanik ganz 
nahe verwandt ist, haben die griechischen Philosophen ganz 
erhebliche. Erfolge erzielt, nämlich auf dem Gebiete der Geo- 
metrie. So wie wir hoffen dürfen, daß die Grundlagen unserer 
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heutigen Mechanik noch Jahrtausende unangefochten über- 
dauern werden, sind die geometrischen Sätze, die sie fanden^ 
bis auf unsere Tage im wesentlichen ohne Anfechtung ge- 
blieben. Wir dürfen aber daraus nur schließen, daß die 
Griechen auf Grund der Arbeiten ihrer Vorgänger bereits im 
Besitze von Raum Vorstellungen waren, die den Eigenschaften 
des Raumes, in dem wir leben, richtig nachgebildet waren. 
Es liegt ja auch auf der Hand, daß die erste Aufgabe, die 
der Erkenntnistätigkeit des Menschen gegenüber treten mußte, 
darin bestand, sich im Räume zurecht zu finden. Erst nachdem 
nach dieser Richtung hin schon erhebliche Erfolge erzielt 
waren, konnte man überhaupt daran gehen, das VerhaltcD der 
greifbaren Körper in diesem Räume näher zu untersuchen. 
So ist auf die endgültige Fassung der geometrischen Begriffe, 
freilich erst nach langer Pause, die endgültige Fassung der 
grandlegenden Begriffe der Mechanik gefolgt. Und eben jetzt 
bemühen sich die Naturforscher mit der Aufrichtung ähn- 
licher Systeme für die übrigen Zweige der Physik. Wie weit 
man damit etwa auf dem Gebiete der elektromagnetischen 
Erscheinimgen heute bereits gelangt ist, vermag kein Lebender 
zu sagen. Darüber werden erst spätere Geschlechter zu ur- 
teilen berufen sein. 

Auf ganz anderm Wege freilich, als die alten Philosophen 
sich dies dachten, sind wir Dun selbst doch in den Besitz 
eines wissenschaftlichen Systems der Mechanik gelangt, das 
fast allen Ansprüchen genügt, die jene an ein solches stellten! 
Aus wenigen Begriffen und Vordersätzen vermögen wir durch 
logisches Schließen Folgerungen abzuleiten, die sich in der 
Erfahrung vollständig bestätigt finden. Aber obschon dies 
gelungen ist, sind wir in unseren Ansprüchen ungemein be- 
scheidener geworden. Wir wissen zu wohl, auf welche Art 
dieses System zu stände gekommen ist, um in ihm etwas Höheres 
erblicken zu können, als das Endergebnis der Bemühungen 
vieler großer Geister zur geordneten und möglichst gedrängten 
Wiedergabe der Erfahrungen. 

Freilich gehört diese Auffassung vom Ursprünge und 
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vom Wesen der Mechanik einer viel jüngeren Zeit an, als die 
Aufstellung ihrer Lehren selbst. Es erregte zuerst Befremden, 
als der im Jahre 1887 verstorbene Physiker Gustav Kirch- 
hoff als Zweck der Mechanik die Beschreibung der beobacht- 
baren Naturerscheinungen, die sich auf das Gleichgewicht und 
die Bewegung der wägbaren Körper beziehen, bezeichnete. 
Schon dieser Anspruch deckte sich, so wie er gemeint war, 
mit dem, was ich vorher darüber auseinandersetzte. Nament- 
lich war es aber das Verdienst des Wiener Physikers und 
Philosophen Ernst Mach, die Anschauungen nach dieser 
Richtung hin zu klären. 

Später hat es dann der uns leider so früh durch den 
Tod entrissene Physiker Heinrich Hertz — ein ehemaliger 
Studierender imserer Münchener Hochschule — als die Auf- 
gabe der Mechanik bezeichnet, Gedankenbilder von den Dingen 
der Außenwelt und ihren Beziehungen zu entwerfen, die logisch 
zulässig, richtig und einfach sind. Die erste Forderung sagt, 
daß die Bilder deutlich vorstellbar und in sich widerspruchs- 
frei sein müssen. Mit der zweiten ist gemeint, daß die logischen 
Folgerungen, die wir durch den Verstandesgebrauch aus der 
Verknüpfung dieser Bilder ziehen können, in Übereinstimmung 
mit den naturnotwendigen Folgen stehen müssen, die einem 
solchen Zusammentreffen in der Wirklichkeit entsprechen. 
Die dritte Forderung endlich bezieht sich darauf, daß für den 
Fall der Möglichkeit verschiedener Darstellungen, die alle den 
ersten beiden Forderungen genügen, die einfachste unter ihnen 
ausgewählt werden soll, also jene, die uns mit der geringsten 
Mühe oder die uns am besten zum Ziele führt. Die letzte 
Forderung setzt freilich eine Abschätzung voraus, die je nach 
der Person des Beurteilers verschieden ausfallen kann. In der 
Tat hat gerade in Anknüpfung an diese letzte Forderung 
Hertz eine von der historischen abweichende Fassung der 
mechanischen Grund vor Stellungen gegeben, die er aber selbst 
nur den mit der Mechanik auf dem historischen Wege schon 
vertraut Gewordenen empfiehlt und über deren behauptete 
größere Einfachheit man daher sehr im Zweifel sein darf. 
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Es kommt eben sehr darauf an^ welchen Sinn man mit dem 
Worte ,,einfach" verbindet. Im gewöhnliehen Sinne des Wortes 
ist die allgemein eingeführte historische Darstellung die ein- 
fachere. 

Bis jetzt habe ich immer nur von der Mechanik im all- 
gemeinen als einer Naturwissenschaft in ihrem höchsten, auf 
andern Gebieten bisher noch nicht erreichten Vollendungs- 
grade gesprochen. Bei der technischen Mechanik tritt als 
bestimmender Beweggrund für ihre Fassung zu der Absicht 
einer Erforschung der Wirklichkeit (in dem vorher erklärten 
Sinne) noch die andere Absicht, ihre Lehren nutzbringend in 
4er Technik zu verwerten. Auch dieser Zweck setzt freilich 
voraus, daß wir die Naturtatsachen zunächst richtig erkennen. 
Die praktischen Anforderungen der Technik haben jedoch 
vielfach bestimmend auf den weiteren Ausbau der Mechanik 
eingewirkt. Gar viele Vorstellungsreihen sind auf diesem 
Wege entstanden, von denen manche schon seit längerer Zeit 
dem Lehrinhalte der allgemeinen Mechanik einverleibt wurden, 
während andere auch jetzt noch ausschließlich in der tech- 
nischen Mechanik zur Sprache zu kommen pflegen. 

Der tiefere Grund für diese Absonderung der technischen 
Mechanik als eines besonderen Zweiges der Wissenschaft liegt 
darin, daß die allgemeiu gültigen Lehren der Mechanik keines- 
wegs dazu ausreichen, alle Fragen, die sich im Gebiete der 
Mechanik überhaupt aufstellen lassen, streng und genau zu 
lösen. Solchen Fällen steht aber der Naturforscher anders 
gegenüber als der Techniker. Jener hat zwar auch den Wunsch, 
die noch bestehenden Zweifel aufzuhellen; er hat aber mit 
•der Beantwortung irgend einer einzelnen Frage keine Eile 
und stellt sie ohne Bedenken einstweilen zurück, wenn es ihm 
nicht gelingt, eine befriedigende Lösung dafür zu finden. 
Der Techniker dagegen steht unter dem Zwange der Not- 
wendigkeit; er muß ohne Zögern handeln, wenn ihm irgend 
eine Erscheinung hemmend oder fördernd in den Weg tritt 
und er muß sich daher unbedingt auf irgend eine Art, so 
^t es eben gehen will, eine theoretische Auffassung davon 
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zurechtlegen. Den strengen Anforderungen, die man sonst an 
die Lehren der Mechanik stellt, können solche durch die Not 
gebotenen Schöpfungen zunächst zwar nicht entsprechen; zu- 
weilen gelingt es aber doch, sie bei weiterer Ausarbeitung 
allmählich so umzugestalten, daß sie mit Fug und Recht als 
gute Theorien bezeichnet werden können. Im andern Falle 
müssen sie, um dem unabweisbaren praktischen Bedürfnisse 
zu genügen, einstweilen unter der Bezeichnung als Näherungs- 
theorien in der technischen Mechanik fortgeführt werden, aber 
mit der ausdrücklichen Warnung, daß ihre Aussagen nicht 
immer zuverlässig sind, und mit dem Vorbehalte, sie, sobald 
es gelingt, durch genauer ausgearbeitete Theorien zu ersetzen, 
die den vorher angeführten drei Forderungen von Hertz 
besser genügen. 

Wie sich die Kraft eines Baumes darin zeigt, daß er 
frische Zweige treibt, so dürfen wir es auch als ein Zeichen 
von regem wissenschaftlichem Leben in der heutigen Technik 
betrachten, daß sie nicht müde wird, die ihr gegenüber 
tretenden Tatsachen in Regeln und Sätze zu fassen. Dadurch 
werden die ersten Ansätze zur Bildung neuer Theorien ge- 
schaffen und wenn auch viele davon nicht zu diesem Ziele 
führen, weil sie zu weit von der Wahrheit abweichen, so tragen 
sie doch alle dazu bei, den Blick des Menschen zu schärfen, 
ihn auf die noch bestehenden Abweichungen aufmerksam zu 
machen und ihn so der richtigen Fassung immer näher zu 
führen. Wer aber e^t die richtige Theorie eines Vorgangs 
erfaßt hat, der vermag ihn, sofern ein Eingriff überhaupt 
möglich ist, nach Wunsch zu leiten und darum ist die Wissen- 
schaft die gewaltigste Waffe, die Menschen und Völkern zu 
Gebote steht. 



Erster Abschnitt. 



Mechanik des materiellen Punkte». 



§ 1. Begriff des materiellen Punktes. 

Das einfachste Bild, das sich die Mechanik zur Darstellung 
eines Körpers zurecht gelegt hat, ist der materielle Punkt. 
Es wird am besten sein, wenn ich zunächst auseinandersetze, 
wie man auf diesen Begriff gekommen ist. Oft genug bewegen 
sich bei einem Vorgange alle Teile eines Körpers genau in 
derselben Weise. Und selbst wenn dies nicht ganz genau 
zutrifft, drängt sich eine bestimmte Art der Bewegung, die 
allen Teilen gemeinsam ist, der Beobachtung häufig in erster 
Linie auf, so daß wir, um das Wesentliche von dem minder 
Wichtigen zu unterscheiden, zunächst unseren Blick nur auf 
die gemeinschaftliche Hauptbewegung richten und die Unter- 
suchung der vorkommenden Unterschiede auf eine spätere, 
eingehendere Betrachtung verschieben. Ein Fall dieser Art 
ist t, B. die Bewegung eines Eisenbahnzugs auf einer geraden 
Strecke. So lange wir nicht auf die Räder achten, die eine 
von den Wagengestellen abweichende Bewegung ausführen, 
ebenso die in besonderer Bewegung begriffenen Teile des 
Kurbelmechanismus auf der- Lokomotive ohne Berücksich- 
tigung lassen und außerdem von den kleinen, unregelmäßigen, 
schwingenden und stoßartigen Bewegungen, die daneben vor- 
kommen, absehen, können wir in erster Annäherung sagen, 
daß der ganze Eisenbahnzug eine fortschreitende Bewegung 
besitzt, die jeden Teil in einer gegebenen Zeit um gleich 



14 Erster Abschnitt. Mechanik des materiellen Punktes. 

viel in derselben Richtung weiterführt. So lange wir uns 
nu^ um diese gemeinsame Hauptbewegung kümmern, ist es 
gleichgültig, welchen Teil wir besonders ins Auge fassen, ob 
wir also etwa den ersten oder den letzten Wagen des Zuges 
beobachten. Schon dann, wenn wir den Anteil der Haupt- 
bewegung an der Bewegung eines einzigen Punktes, den wir 
durch irgend ein Kennzeichen hervorgehoben haben, anzugeben 
vermögen, ist die Bewegung damit, zugleich für den ganzen 
Zug bekannt. Wir verfahren in solchen Fällen nur folge- 
richtig, wenn wir von der hier unwesentlichen besonderen 
Gestalt und Beschaffenheit der sich bewegenden Körper voll- 
ständig Abstand nehmen und sie uns von vornherein unter 
dem Bilde eines einzigen beweglichen Punktes vorstellen. Der 
besondere Vorzug einer solchen Abstraktion liegt darin, daß 
sie uns sofort deutlich darauf hinweist, auf was die Betrach- 
tung hingelenkt werden soll und welche Umstände zunächst 
ausdrücklich vo]i;i der Untersuchung ausgeschlossen werden 
sollen. Übrigens fliegt diese Art der Beschreibung des Häupt- 
vorgangs so nahe, daß sie auch , im bürgerlichen Leben all- 
gemein geübt wird und daher von vornherein jedermann ge- 
läufig ist. 

In manchen Fällen genügt es zwar, sich unter dem be- 
wegten Punkte einfach einen geometrischen Punkt zu denken. 
Sobald wir aber z. B. danach fragen, wie die Bewegung aus- 
fällt, wenn die Lokomotive mit einer gewissen Leistung ar- 
beitet, müssen wir dem Punkte, den wir als Bild für den 
bewegten Eisenbahnzug benutzen, noch eine besondere Eigen- 
schaft zuschreiben. Es kommt dann sehr wesentlich darauf 
an, aus wie vielen Wagen der Zug besteht und wie schwer 
diese belastet sind, während alle anderen Eigenschaften da- 
neben immer noch gleichgültig sind. Diesem Umstände tragen 
wir dadurch Rechnung, daß wir dem Punkte eine gewisse 
Masse zuschreiben. In welchen Einheiten wir diese Masse aus- 
drücken wollen, ist zunächst gleichgültig; nur daran wollen 
wir von Anfang an festhalten, daß die Masse der Anzahl der 
Fahrzeuge proportional zu setzen ist, wenn diese alle unter- 
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einander übereinstimmen nnd daß überhaupt gleichen Baum- 
einheiten oder gleichen Gewichtseinheiten desselben Stoffes die- 
selbe Masse zukommt. Fürs erste genügt dies vollständig, 
um den Begriff eines mit einer bestimmten Masse begabten 
geometrischen Punktes deutlich und anschaulich festzustellen. 
Die Frage, wie die Massen verschiedener Körper gegeneinander 
verglichen werden können, bleibt eine spätere Sorge. Den mit 
der genannten Eigenschaft ausgestatteten geometrischen Punkt 
bezeichnet man in der Mechanik als einen materiellen Punkt. 
Uuter dem Bilde eines materiellen Punktes stellt man 
sich in der Mechanik z. B. auch einen Stein vor, der eine 
Wurfbewegung ausführt oder auch ein im Fluge begriffenes 
Geschoß, das von einem Gewehre oder einem Geschütze fort- 
geschleudert wurde. Sogar die ganze Erde wird als materieller 
Punkt aufgefaßt, wenn man ihre Planetenbewegung um die 
Sonne untersucht. In solchen Fällen muß man freilich immer 
des XJmstandes eingedenk bleiben, daß neben der Haupt- 
bewegung, die man sich unter dem Bilde des materiellen 
Punktes vorstellt, auch noch andere Bewegungen, also bei 
der Erde z. fl. die tägliche Drehung um ihre Achse hinzu- 
kommen, die in anderer Hinsicht von großer Wichtigkeit 
sind und die eben gerade nur bei der Frage, mit der man 
sich im Augenblicke beschäftigt, alö belanglos angesehen wer- 
den dürfen.. Mit welchem Rechte dies im einzelnen Falle ge- 
schehen darf, wird uns eine spätere Untersuchung noch deut- 
lich erkennen lassen. Nur darauf soll jetzt schon hingewiesen 
werden, daß das Bild des materiellen Punktes ganz unzuläng- 
lich wird, wenn drehende Bewegungen eine Hauptrolle spielen 
oder wenn diese selbst näher untersucht werden sollen. Die 
von dem Schwungrade einer Dampfmaschine ausgeführte Be- 
wegung kann z. B. durchaus nicht unter dem Bilde eines ein- 
zigen bewegten materiellen Punktes aufgefaßt werden. Wir 
werden dadurch von vorherein darauf aufnj-erksam gemacht, 
daß die Mechanik des einzelnen materiellen Punktes nur einen 
eng begrenzten Teil des ganzen Lehrinhaltes der Mechanik um- 
fE|.ssen kann. 
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In solchen Fällen kann man sich aber dadurch helfen, 
daß man zunächst nur einen kleinen Teil des ganzen bewegten 
Körpers betrachtet. Ein je kleineres Stück man etwa von 
dem Schwungrade der Dampfmaschine herausgreift, um so ge- 
ringer werden die Unterschiede zwischen den augenblicklichen 
Bewegungen der Bestandteile, die dieses Stück immer noch 
umfaßt. Man braucht das Stück nur klein genug zu wählen, 
um auf die dann noch verbleibenden geringfügigen Unterschiede 
nicht mehr achten zu müssen. Um dann die Bewegung des 
ganzen Körpers vor Augen zu haben, ist es nur nötig, sich 
die Bewegungen aller einzelnen Stücke, in die man ihn sich 
zerlegt vorstellte, zusammen zu denken. Für jedes Stück reicht 
das Bild des materiellen Punktes vollständig aus. und der ganze 
Körper erscheint uns jetzt folgerichtig unter dem Bilde eines 
Haufens materieller Punkte. Wir werden später sehen, daß 
gerade diese Vorstellung sehr fruchtbar ist, da sie die Brücke 
für uns bildet, um die in der Mechanik des materiellen Punktes 
gewonnenen Gesetze auf das Verhalten beliebig zusammen- 
gesetzter und beliebig bewegter Körper zu übertragen. Hier- 
durch wird die Mechanik des materiellen Punktes, sö eng- 
begrenzt ihre unmittelbare Anwendbarkeit auch sein mag, zum 
Fundamente der ganzen Mechanik. 

Der Umstand, daß man bei der soeben entwickelten Vor- 
stellungsreihe die Stücke des ganzen Körpers, die man noch 
unter dem Bilde eines materiellen Punktes zusammenfassen 
kann, sehr klein wählen muß, wenn die Beschreibung des 
ganzen Vorgangs nicht an Ungenauigkeiten leiden soll, hat 
oft dazu geführt, daß man den materiellen Punkt von Anfang 
an nur als einen unendlich kleinen Teil eines Körpers be- 
zeichnete oder ihn einfach den Atomen oder Molekülen des 
Körpers gleich setzte. In früheren Arbeiten bin ich auch 
selbst von dieser Anschauung ausgegangen. Später bin ich 
aber davon zurückgekommen und habe dafür die vorher ent- 
wickelte Begriffsabgrenzung gewählt. In den Resultaten macht 
dies zwar keinen Unterschied ; man kann aber gegen jene 
Gleichsetzung der materiellen Punkte mit den Molekülen ein- 
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wenden, daß ein einzelnes Molekül weder gesehen noch sonst 
beobachtet werden kann und daß man daher eine für die 
Mechanik ganz überflüssige Vorstellung damit einführt, was 
gegen das Gebot der Einfachheit unserer Bilder verstößt. 
Selbstverständlich sind alle Gesetze der Mechanik des mate- 
riellen Punktes aus Beobachtungen an wirklichen Körpern ab- 
geleitet worden, die sich im gegebenen Falle in dem vorher 
angegebenen Sinne als materielle Punkte auffassen ließen und 
es wäre daher eine willkürliche Zutat, wenn wir nachträglich 
alles, was so gefunden wurde, nur auf äußerst kleine Teilchen 
des Körpers beziehen wollten. In manchen Fällen wird dies 
allerdings nötig werden; aber der Umstand, daß die in der 
Mechanik des materiellen Punktes abzuleitenden und später auf 
solche Fälle anzuwendenden Beziehungen von der absoluten 
Größe der Körper unabhängig gefunden werden, gestattet uns 
dann leicht ihre Benutzung auch unter solchen Umständen. 
Mit anderen Worten: der Körper oder das Stück eines 
Körpers, das wir uns unter dem Bilde eines mate- 
riellen Punktes vorstellen, kann zwar klein, muß aber 
nicht sehr klein sein. 



§ 2. Das Trägheitsgesetz. 

Ein materieller Punkt, der sich selbst überlassen wird, 
auf den also von anderen Körpern her keine Einwirkung aus- 
geübt wird, bewegt sich in derselben Richtung mit unver- 
änderter Geschwindigkeit weiter. Unter der Geschwindigkeit 
versteht man hierbei den Weg, der in jeder Zeiteinheit zurück- 
gelegt wird. Als Zeiteinheit wird in der. Mechanik gewöhn- 
lich die Sekunde mittlerer Sonnenzeit gewählt. — Ruht . der 
Körper zu Anfang, so bleibt er dauernd in Ruhe. 

Es ist zwar nicht möglich, einen Körper allen äußeren 
Einflüssen vollständig zu entziehen und insofern fehlt dem 
Trägheitsgesetze, das in diesen Sätzen ausgesprochen ist, die 
unmittelbare Bestätigung durch die Erfahrung. Man kann 
aber Einrichtungen treffen, durch die wenigstens nahezu er- 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 2 
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reicht wird^ daß sich die äußeren Einflüsse gegenseitig auf- 
heben und je besser dies gelingt, um so mehr nähert sich 
das Verhalten des Körpers der Aussage des Trägheitsgesetzes. 
Den Alten war das Trägheitsgesetz unbekannt; dagegen ist -es 
in den Lehren der Galileischen Mechanik schon mit ent- 
halten^ wenn es auch erst später als das erste Grundgesetz 
der Mechanik hervorgehoben wurde. 

Der BewegungSYorgang bei einem sich selbst überlassenen 
materiellen Punkte wird hiemach vollständig durch die An- 
gabe der Geschwindigkeit sowohl ihrer Größe als ihrer Rich- 
tung nach beschrieben; Es ist zweckmäßig — denn es dient 
zur Vereinfachung der Beschreibung — ; wenn man diese beiden 
Angaben nicht trennt, sondern sie zu einer einzigen vereinigt. 
Wir wollea daher die Geschwindigkeit, wenn nichts anderes 
darüber ausgemacht wird, stets als eine gerichtete Größe, oder, 
wie man solche Größen auch nennt, als einen Vektor auffassen. 
Wem das Fremdwort „Vektor" nicht gefällt, mag dafür auch 
einfach „Streck^" setzen, indem er diese Bezeichnung in einem 
erweiterten Sinne' gebraucht. 

Um in der Schreibweise deutlich hervorzuheben, daß es 
sich nicht nur um die Größe, sondern zugleich auch um die 
Richtung handeln soll, werde ich die gerichteten Größen 
immer mit deutschen Buchstaben bezeichnen, die im Druck 
außerdem noch durch fette Lettern gekennzeichnet werden. 
Wenn ich hiemach die Geschwindigkeit mit b und die Zeit 
mit t bezeichne, läßt sich das Trägheitsgesetz auch durch die 
Gleichung 

zum Ausdrucke bringen. Denn wenn man den DiflFerential- 
quotienten einer Größe nach der Zeit gleich Null setzt, heißt 
dies, daß sich die Größe selbst im Verlaufe der Zeit nicht 
ändert. Man muß bei der Anwendung von Gleichung (1) aber 
stets im Gedächtnisse behalten, daß sie nur für einen sich 
selbst überlassenen materiellen Punkt gültig ist. 

Das Trägheitsgesetz kennt heute jedermann. Es ist aber 
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weniger allgemein bekannt^ daß sich schon an seine Auf- 
stellung eine erhebliche begriflFliehe Schwierigkeit knüpft. Bis- 
her ist nämlich die Frage noch nicht berührt worden, von 
welchem Räume aus die Bewegung beobachtet werden soll. 
Man weiß ja, daß eine Bewegung je nach der Aufstellung des 
Beobachters einen ganz verschiedenen Anblick gewähren kann. 
Der in einem Eisenbahnzug dahinfahrende Beobachter sieht 
die Telegraphenstangen an sich vorüberziehen und ein Gepäck- 
stück, das im Wagen von oben herunter fällt, bewegt sich 
für ihn eiafach senkrecht nach abwärts, während ein auf der 
festen Erde stehender Beobachter die Telegraphenstangen 
ruhend und das Gepäckstück in einer parabolischen Bahn be- 
wegt erblickt. 

Man könnte nun zu der Annahme versucht sein, daß das 
Trägheitsgesetz gültig sei, falls man die Bewegung von der 
festen Erde aus anblickt und die in den aufeinanderfolgenden 
Zeitabschnitten zurückgelegten Wege nach Größe und Rich- 
tung von der festen Erde her ausmißt. Bei den gewöhnlichen 
Anwendungen der Mechanik trifft dies in der Tat auch hin- 
reichend genau zu. Ganz streng ist es aber nicht richtig und 
man kennt mehrere Versuche, die den Nachweis dafür er- 
bringen, daß das Trägheitsgesetz für die von der festen Erde 
aus beobachteten Bewegungen irdischer Körper nicht genau 
gültig sein kann. Der bekannteste darunter ist der Fou- 
caultsche Pendelversuch. Von anderen sei nur noch er- 
wähnt', daß ein Körper, der in einen tiefen Schacht hinab- 
fällt, sich nicht genau längs der Lotlinie bewegt, sondern 
eine freilich nur ganz kleine und schwer beobachtbare seit- 
liche Ablenkung erfährt, die man dadurch erklärt, daß sich 
die Erde während der Fallzeit weiter gedreht habe und daß 
sich dabei die dem Mittelpunkt näher gelegenen Stellen mit 
geringerer Geschwindigkeit fortbewegt hätten, als der Eingang 
des Schachtes. 

In der Tat pflegt man alle diese Versuche als Beweise 
für die Achsendrehung der Erde im Sinne des Kopemika- 
nisehen Weltsystems anzuführen. Was soll dies aber heißen? 
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Rein geometrisch genommen kommt es auf dasselbe hinaus, 
wenn man sagt, die Erde stehe fest und das ganze Himmels- 
gewölbe drehe sich um sie, wie man im Ptolomäischen Welt- 
systeme das Sachverhältnis auffaßte oder wenn man wie im 
Kopemikanischen Weltsysteme die Erde sich drehen läßt. Es 
kommt dies nur auf einen Wechsel in der gedachten Auf- 
stellung des Beobachters hinaus. Freilich hatte die Koper- 
nikanische Auffassung den unermeßlichen praktischen Vorzug, 
daß die Beschreibung der Bewegungen der Himmelskörper 
gegeneinander dadurch ungemein vereinfacht wurde. Aber rein 
geometrisch genommen würde dadurch die Ptolemäische Dar- 
stellung noch nicht als geradezu falsch oder unzulässig, sondern 
nur als unzweckmäßig nachgewiesen sein. 

Durch den Fouoault sehen Pendelversuch (und die ihm 
verwandten Erfahrungen) wird aber die Fragestellung voll- 
ständig geändert. Wir werden durch ihn darauf aufmerksam 
gemacht, daß wir uns den Beobachter nicht auf der festen 
Erde aufgestellt denken dürfen, sondern daß wir ihm jedenfalls 
irgend einen anderen Beobachtungsposten anweisen müssen^ 
wenn das Trägheitsgesetz für ihn streng gültig sein soll. Wie 
wir diesen Beobachtungsposten auswählen und festlegen sollen 
und ob es überhaupt möglich ist, ihn so auszuwählen, daß 
das Trägheitsgesetz für ihn erfüllt ist, kann man aus dem 
Foucault sehen Pendelversuch allein noch nicht schließen. 
Nur soviel erkennen wir daraus, daß der Raum, in dem sich 
der Beobachter befindet, die Achsendrehung der Erde gegen 
das Himmelsgewölbe nicht mitmachen darf. 

Andererseits beruht aber die ganze Mechanik der Himmels- 
körper, die sich so gut bewährt hat, wie kaum eine andere 
theoretische Folgerung der Mechanik, auf der Annahme der 
strengen Gültigkeit des Trägheitsgesetzes, zunächst für irgend 
einen Raum. Zugleich erfahren wir aus den astronomischen 
Untersuchimgen, daß dieser unverrückbare Standpunkt des 
Beobachters nicht etwa auf der Sonne angenommen werden 
darf. Wir werden dadurch zu der Annahme geführt, daß das 
Trägheitsgesetz zunächst überhaupt für irgend einen Raum 
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streng gültig ist und femer, daß dieser Raum nicht von vorn- 
herein genau angegeben werden kann, sondern daß es vielmehr 
als Aufgabe der Astronomie betrachtet werden muß, diesen 
festen Raum, auf den alle Bewegungen bezogen werden müssen, 
wenn das Trägheitsgesetz zutreffen soll, zu ermitteln und ihn 
durch eine geeignete Beschreibung kenntlich zu machen. Ich 
will schon hier vorausschicken, daß der gesuchte Baum voraus- 
sichtlich durch den gemeinschaftlichen Schwerpunkt der Körper 
unseres Sonnensystems und durch die sogenannte unveränder- 
liche Ebene, auf die ich freilich erst im vierten Bande zurück- 
kommen werde, bestimmt ist. Für jetzt genügt es zur Klärung 
der mechanischen Grundbegriffe, daß wir allen Grund zu der 
Annahme haben, daß ein solcher fester Raum, der für die 
strenge Gültigkeit der astronomischen Mechanik gefordert 
werden muß, als wirklich vorhanden vorausgesetzt werden 
darf. Eine Bewegung, wie sie von diesem Räume aus gesehen 
erscheint, bezeichne ich als eine absolute, die von einem 
Himmelskörper oder von einem anderen bewegten Fahrzeuge 
aus beobachtete Bewegung als eine relative. 

Wie man aus diesen Betrachtungen erkennt. Hegt die Be- 
deutung des F o uc au It sehen Pendelversuchs nicht eigentlich 
in einer Entscheidung zwischen dem Ptolemäischen und dem 
Kopernikanischen Weltsysteme. Wir müssen vielmehr ganz 
unabhängig von dieser Frage schließen, daß das Trägheits- 
gesetz, falls es überhaupt strenge Gültigkeit haben soll, nur 
für eine bestimmte Art der Aufstellung des Beobachters gültig 
bleiben kann und die Bedeutung des Foucault sehen Pendel- 
versuchs liegt dann darin, daß es uns als Aufstellimgsort auf 
einen Raum hinweist, der die Achsendrehung der Erde nicht 
mitmacht. 



§ 3. Die Kräfte. 

Schon vorher war die Rede davon, daß dei^ Bewegungs- 
zustand eineij Körpers durch die Anwesenheit anderer Körper 
beeinflußt werden kann. In vielen Fällen ist uns dieser be- 
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stimmende Einfluß schon aus fein geometrischen Gründen 
ohne weiteres verständlich, nämlich immer dann, wenn eine 
Berührung zwischen 'den Körpern stattfindet. Hi^r kommt 
uns auch die unmittelbare sinnliche Wahrnehmung zu Hijfe, 
falls unser eigener menschlicher Körper jener ist, der den 
Einfluß ausübt» In anderen Fällen dieser Art wird die Vor- 
stellung des wechselseitigen Verhältnisses wenigstens sehr ge- 
fördert, wenn wir uns selbst in die Lage des jenen Einfluß 
bewirkenden Körpers versetzt denken, was gewöhnlich möglich 
ist und oft genug ganz unbewußt geschieht. Immer wenn 
unser eigener Körper dabei im Spiele ist, haben wir eine 
Empfindung für die Größe und auch für die Richtung des 
Einflusses, den wir auf den anderen Körper zur Geltung 
bringen, die uns beide wenigstens ungefähr abzuschätzen ge- 
stattet. Man hat diese Fähigkeit sehr treffend als d^n Kraft- 
sinn bezeichnet. Der Kraftbegriff knüpft daher ganz unmittel- 
bar an eine der alltäglichsten und uns am besten vertrauten 
Erfahrungen an und er eignet sich darum so gut wie kaum 
irgend ein anderer zur Verwertung für den Aufbau des Lehr- 
gebäudes der Mechanik.*) 

Mit Hilfe unseres eigenen Körpers vermögen wir un- 
mittelbar nxLT d^nn eine Einwirkung auf den Bewegungszustand 
eines anderen Körpers auszuüben, wenn wir mit diesem in 
Berührung sind. Aus dieser Erfahrung, die so alt ist, wie 
das Menschengeschlecht selbst, ist die Vorstellung entstanden, 
daß zur Übertragung einer Ki^-aftäußerung zwischen zwei Kör- 
pern, wenn nicht eine unmittelbare Berührung, so doch jeden- 
falls eine die Verbindung herstellende Kette von Zwischen- 
gliedern erforderlich sei. Der menschliche Verstand hat sich 



*) Bei dem von Hertz gemachten Versuche, von dem ich früher 
sprach, die Lehren der Mechanik auf eine von der historisch gewordenen 
abweichende Basis zu stellen, handelte es sich darum, den Kraftbegriff 
vollständig zu vermeiden. So schön diese Idee von ihrem Urheber auch 
durchgeführt ist, wird man ihr nach dem, was ich eben sagte, doch 
kaum eine erhebliche Bedeutung für die zweckmäßigste Fassung der 
Grundbegriffe zugestehen dürfen. 
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immer wieder dagegen gesträubt, die Vorstellung einer un- 
mittelbaren Femwirkung zuzulassen. Wer mit den Anschau- 
ungen, die ich in der Einleitung über die Entstehung unserer 
Wissenschaft auseinandergesetzt habe, einverstanden ist, be- 
greift sehr wohl dieses hartnäckige Festhalten an einem Grund- 
satze, der aus den friihesten Zeiten der Menschheit herstammt. 
Er wird freilich zugleich der Meinung sein, daß es noch 
keineswegs als ausgemacht gelten kann, ob der Grundsatz als 
bindend für unsere Naturauffassung anerkannt werden darf. 
Nur das Streben, falls es möglich ist, alle Kraftäußerungen 
in letzter Linie auf Nahewirkungen zurückzuführen, wird er 
im Interesse der Einfachheit unserer Naturbeschreibung als 
berechtigt anerkennen und es selbst tunlichst zu fördern 
suchen. 

Ein Magnet bedarf kein sichtbares Zwischenglied, um auf 
ein Eisenstück in seiner Nähe eine Kraftäußerung zu über- 
tragen. Auch die allgemeine Gravitation, die bei den irdischen 
Vorgängen durch die Erscheinung der Schwere hervortritt, 
gehört in die Klasse der Femwirkungen. Als Newton das 
Gravitationsgesetz aufstellte, wurde die unvermittelte Fem- 
wirkung noch von aller Welt und im Grunde genommen auch 
von ihm selbst als unbegreiflich angesehen. Die Atff»tellung 
geschah auch nur in der ausgesprochenen Absicht, eine Be- 
schreibung der wirklich beobachteten Erscheinungen ans einem 
möglichst allgemeinen Gesichtspunkte zu geben. Dem Streben 
nach einer Zurückführung der anscheinenden Fernwirkung auf 
Nahewirkungen sollte dadurch die Berechtigung nicht ab- 
gesprochen werden. Newton lehnte es nur ab, sich gjelbst 
an der Spekulation über Möglichkeiten dieser Art zu bertliei- 
ligen. Dahin ist sein berühmter Ausspruch: „hypotheses non 
fingo" zu deuten. 

Wie anpassungsfähig der menschliche Geist an die nach 
festen Regeln immer in der gleichen Art wiederkehrenden 
Vorgänge der Außenwelt ist, zeigt sich recht deutlich in der 
Entwicklung der Wissenschaft seit Newton bis über die 
Mitte des neunzehnten Jahrhunderts hinaus. Die Vorstellung 
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der Fern Wirkung, die zuerst so lebhaften Widerstand fand, 
faßte in den folgenden Generationen bald so feste Wurzeln, 
daß man sich es geradezu zur Aufgabe machte, nun alle 
Naturerscheinungen auf Förnwirkungen zurückzuführen. Selbst 
die handgreiflichen Nahewirkungen bemühte man sich auf 
Fernwirkungen der Moleküle zurückzuführen, die nur in klein- 
sten Abständen von merklicher Größe werden sollten. 

Zu allen Zeiten laufen aber neben den herrschenden 
wissenschaftlichen Lehrmeinungen bei einzelnen selbständigen 
Denkern auch abweichende Ansichten nebenher. Sobald sich 
die herrschende Anschauung mit einer bestimmten Tatsache, 
die gerade in den Vordergrund gerückt oder die eben erst 
neu gefunden ist, nicht recht abzufinden weiß, während dies 
einer anderen viel besser glückt, kommt nun diese zur all- 
gemeinen Beachtung und es entsteht ein von der Mehrzahl 
aller Forscher geteiltes Abwägen darüber, ob die frühere 
Anschauung beizubehalten oder ob sie durch die neu vor- 
geschlagene zu ersetzen sei. 

Im vorliegenden Falle war es Faraday, der zum ersten 
Male wieder seit der New ton sehen Zeit die scheinbaren Fern- 
wirkungen im elektrischen oder magnetischen Felde der Ver- 
mittelung durch ein Zwischenglied zuschrieb. Diese Anschauung 
ist seitdem, freilich erst nach langen Erwägungen und unter 
dem Eindrucke der Entdeckung von neuen Erscheinungen, zu 
denen sie den Leitfaden abgegeben hatte, allgemein angenommen 
worden. Nur bei den Erscheinungen der Gravitation fehlt es 
auch heute noch an einer den Tatsachen gerecht werdenden 
hinlänglich einfachen Vorstellung darüber, wie die Annahme 
einer unmittelbaren Wirkung in die Ferne umgangen werden 
könnte. Die Bemühungen vieler Forscher richten sich auf 
diesen Punkt; von Erfolg werden sie aber erst dann gekrönt 
sein, wenn es auf diesem Wege gelingt, nicht nur eine leid- 
liche Erklärung der bereits bekannten Tatsachen zu geben, 
sondern zugleich neue vorauszusagen, die von der Erfahrung 
nachher bestätigt werden. Eine Theorie, die nicht erheblich 
mehr leistet, als die schon vorhandenen, darf immer nur auf 
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eine kühle Aufnahme bei der Mehrheit des wissienschaftlichen- 
Publiknms rechnen. Dieses Verhalten ist auch ganz verständig 
und wohl angebracht, um die Wissenschaft vor unnötigen oder 
vorzeitigen Umwälzungen zu bewahren. 

Dieser Streit der Meinungen, so wichtig er auch für den 
weiteren Fortschritt unserer Naturerkenntnis ist, berührt doch 
nur in geringem Grade die Grundlagen der Mechanik. Für die 
Mechanik kommt es zunächst nur darauf an, ob überhaupt 
Kräfte übertragen werden, und sie vermag daher mit Fem- 
wirkungen ebenso gut zu rechnen als mit Nq,hewirkungen. 
Nur die eine Erkenntnis ist für sie von ausschlaggebender 
Bedeutung, daß Femkräfte und Nahekräfte im Sinne der 
Mechanik Größen von gleicher Art sind, die unmittelbar mit- 
einander verglichen und in denselben Einheiten ausgemessen 
werden können. Dieser Satz ist an sich nicht selbstverständ- 
lich, sondern aus der Erfahrung hervorgewachsen. 

§ 4. Der freie FaU. 

Unsere heutige Mechanik hat von der Untersuchung Gali- 
leis über die Fallbewegung ihren Ausgang genommen. Es 
empfiehlt sich daher auch heilte noch, der Erörterung der Fall- 
ffesetze einen der ersten Plätze in der Mechanik einzuräumen 
und im Anschlüsse daran die vorhergehenden allgemeinen Er- 
örterungen weiter zu vertiefen und den Begriff der Kraft da- 
durch näher zu umgrenzen. 

So lange der Luftwiderstand nicht in Betracht kommt 
und andere Nebenumstände von geringem Belange außer acht 
gelassen werden dürfen, besteht zwischen dem Wege s, dcÄ 
der fallende Körper zurückgelegt hat und der inzwischen ver- 
strichenen Zeit der Erfahrung zufolge die Beziehung 

s = ytK (2) 

Darin ist ^^.eine Konstante, die an demselben Orte der 
Erde für alle fallenden Körper gleich groß ist, aber an ver- 
schiedenen Orten ein wenig wechselt. Daß man ^g und nicht 
einen einzigen Buchstaben für diese Konstante schreibt, ist 



26 Erster Abschnitt. Mechanik des materiellen Punktes. 

darin begründet^ daß die weiter folgenden Beziehungen durch 
diese an sich willkürliche Wahl einen einfacheren Aufdruck 
erhalt^. " 

Die durch Gl. (2) dargestellte Bewegung wird mit der 
Zeit immer rascher, denn wenn z. B. t auf das Doppelte an- 
gewachsen ist, hat sich der Weg s vervierfacht; in der zweiten 
Halffce der hierbei ins Auge gefaßten Fallzeit legt demnach 
der fallende Körper einen dreifach' so großen Weg zurück, 
als in der ersten HäKte. Unter diesen Umständen müssen wir 
uns darüber verständigen, was wir unter der Geschwindigkeit v 
des fallenden Körpers in einem gewissen Augenblicke oder 
an einer gewissen Stelle seiner Bahn verstehen wollen. Da 
die Bewegung dauernd in der Richtung der Lotlinie erfolgt, 
ist die Richtung der Geschwindigkeit von vornherein gegeben 
und es kann sich nur noch um ihre Größe handeln. Dieser 
Erwägung habe ich dadurch Ausdruck verliehen, daß ich die 
Geschwindigkeit mit dem lateinischen Buchstaben v und nicht 
mit H bezeichnet habe. 

Bisher ist der Begi'iff der Geschwindigkeit nur für den 
Fall der gleichmäßigen Bewegung eingeführt worden und es 
ist damals darunter der Weg verstanden worden, der in jeder 
Zeiteinheit zurückgelegt wird. Um den Begriff auf den vor- 
liegenden Fall zu übertragen, vergleichen wir die Bewegung 
im gegebenen Augenblicke mit einer gleichförmigen und sagen, 
es soll unter der Geschwindigkeit jener Weg verstanden werden, 
den der Körper in der nächsten Zeiteinheit zurücklegen würde, 
wenn sich an seinem augenblicklichen Bewegungszustande 
nichts änderte. Man wird bei dieser Festsetzung freilich noch 
eine nähere Erklärung darüber vermissen, was unter diesem 
„augenblicklichen Bewegungszustande'^ zu verstehen sei. Um 
diese zu geben, wollen wir die Bewegung nur während eines 
sehr kleinen Zeitteilchens di m% Auge fassen; der Weg, der 
währenddessen zurückgelegt wird, sei ds. Wenn die Bewegung 
von nun ab in eine gleichförmige überginge, würde auch in 
edem folgenden dt ein ebenso großer Weg ds zurückgelegt. 
Wenn die Zeiteinheit n Zeitteilchen dt enthält, sodaß also 
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der Wert von dt irleicli — ist, wäre der in der Zeiteinheit 

durchlaufene Weg das w-fache von ds, also v ^nds oder mit 
Eücksicht auf den Zusammenhang zwischen n und dty 

» da ,Qv 

Man sieht auch leicht ein^ weshalb ds und dt als sehr 
kleine, oder streng genommen als unendlich kleine Größen auf- 
gefaßt werden müssen. Die Größe Vy die wir bestimmen wollen, 
ändert sich selbst unausgesetzt, und wenn wir den augenblick- 
lichen Bewegungszustand durch die zusammengehörigen Werte 
von ds und dt möglichst genau beschreiben wollen, müssen 
wir daher, um die Änderung dieses Zustandes während dt 
keinen Einfluß auf unser Resultat gewinnen zu lassen, beide 
möglichst klein wählen. Mit anderen Worten: v ist der Grenz- 
wert, dem sich das Verhältnis dsidt bei immer kleiner werden- 
dem dt und ds nähert. Dieser Grenzwert wird aber in der 
DiflFerentialrechnung als der Diflferentialquotient von s nach t 
bezeichnet und wir können ihn nach den Lehren dieser Wissen- 
schaft ohne weiteres aus GL (2) berechnen. 

Diese Betrachtungen bleiben nicht nur für die Pall- 
bewegung, sondern auch für jede beliebige andere geradlinige 
Bewegung gültig und wegen der häufigen Anwendung, die 
von Gl. (ß) zu machen ist, möge noch eine andere Erwägung, 
die zu dem vgleichen Ergebnisse führt, erwähnt werden. Um 
die Geschwindigkeit des fallenden Körpers an einer bestimmten 
Stelle seiner Bahn zu ermitteln, denke man sich eine Strecke 
^s der Bahn, die die betreflfende Stelle mit enthält. Die Zeit, 
die zum Durchlaufen dieser Strecke gebraucht wird, sei mit 

^t bezeichnet. Dann gibt zunächst die durchschnittliche 

Geschwindigkeit während ^t an, nämlich jene Geschwindigkeit 
einer gleichförmigen Bewegung, bei der ^s in der gleichen 
Zeit ^t zurückgelegt würde. Je enger man die Grenzen zieht, 
\ zwischen denen man die Bewegung verfolgt, um so genauer 

schließt sich die durchschnittliche Geschwindigkeit dem an, 
was wir suchen. Wir werden daher, wie vorher, dazu geführt. 
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die Geschwindigkeit im gegebenen Augenblicke durch den 

Grenzwert des Verhältnisses Js : jdt für unendlich abnehmende 

Zeit- und Wegelemente zu messen. 

Die wirkliche Ausführung der Differentiation an Gl. (2) 

liefert ds 

^ = d* = ^^- (4> 

Wir erkennen daraus, daß sich die Geschwindigkeit bei der 
Fallbewegung proportional mit der Zeit ändert. Die Zunahme 
ist daher in gleichen Zeiten immer dieselbe und die Zunahme 
in jeder Zeiteinheit ist gleich g. Diese Größe heißt die Be- 
schleunigung der Fallbewegung oder auch die Beschleunigung^ 
der Schwere. 

Nach dem Trägheitsgesetze würde sich v nicht ändern^ 
wenn der Körper allen äußeren Einwirkungen entzogen wäre. 
Wir schließen daraus, daß auf jeden Körper an der Erdober^ 
fläche eine Kraft wirkt, durch die die berechnete Geschwindig- 
keitsvermehrung hervorgebracht wird, falls sie allein zur Gel- 
tung kommt. Diesen Schluß bringen wir in Verbindung mit 
der Erfahrung, daß es einer gewissen Kraftäußerung bedarf,, 
um den Körper, den wir vorher im Falle beobachteten, empor- 
zuheben. Diese sinnliche Wahrnehmung erleichtert uns das 
Verständnis dafür, daß in der Tat eine solche Kraft von der 
Erde, der er zustrebt, auf jeden Körper übertragen wird. Es 
wird uns dadurch glaubwürdig gemacht, daß eine Kraft, die 
wesensgleich mit jenen Kräften ist, die wir mit Hilfe unsere» 
Kraftsinns wahrnehmen können, an dem Körper wirkt, auch 
wenn kein sichtbares oder sonst bisher nachweisbares Band 
zwichen dem fallenden Körper und der Erde besteht. Diese 
Kraft wird das Gewicht des Körpers genannt. 

Zugleich wird uns durch diese Überlegungen ein Mittel 
an die Hand gegeben, den bisher nur in ganz allgemeinen 
Umrissen gewonnenen Begriff der Kraft näher zu bestimmen 
und die Kräfte dadurch einer Messung zugänglich zu machen.^ 
Die Tatsache, daß die Fallbeschleunigung an verschiedenen 
Orten der Erde verschieden groß ist, sprechen wir dahin aus^ 
daß auch das Gewicht desselben Körpers mit dem Orte auf 
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der Erde wechselt und wir setzen die Gewichte proportional 
mit den beobachteten Fallbeschleunigungen. Man muß wohl 
beachten, daß dieser Satz nicht eines Beweises fähig oder 
auch nur bedürftig ist. Denn er dient im Gegenteile nur 
dazu, das Maß für die Größe einer Kraft näher zu bezeichnen. 
Nur darüber kann man Rechenschaft verlangen, ob die Kraft- 
Empfindung unseres eigenen Körpers mit dieser Festsetzung 
über das Maß der Kräfte parallel geht. Es handelt sich also 
mit anderen Worten darum, ob es uns in der Tat unter sonst 
gleichen Umständen leichter fallen würde, ein gegebenes Ge- 
wichtsstück in den äquatorialen Gegenden der Erde, wo die 
Fallbeschleunigung geringer ist, vom Boden aufzuheben, als 
in unseren Breiten. Wegen der geringen Unterschiede in der 
Fallbeschleunigung ist der Nachweis durch unmittelbare Ab- 
schätzung der in beiden Fällen erforderlichen Kraftäußerung 
nicht möglich. Wenn wir aber zeigen können, daß eine ge- 
gebene Feder in den äquatorialen Gegenden durch ein ge- 
gebenes Gewichtsstück weniger zusammengedrückt wird, als 
bei uns, und dabei daran denken, daß unsere Kraftempfindung, 
falls wir die Feder selbst zusammendrücken, soweit sie sich 
schätzen läßt, mit der Größe der Zusammendrückung parallel 
geht, werden wir den Nachweis als erbracht ansehen dürfen. 
In der Tat kann aber jenes Verhalten der Feder als sicher 
nachgewiesen gelten. 

Da die Fallbeschleunigung an jedem gegebenen Orte den- 
selben Wert für alle Körper hat, folgt, daß zwei Körper, 
die an einer Stelle gleiches Gewicht haben, auch an allen 
anderen Orten der Erde von gleichem Gewichte sind. Denn 
die Gewichte beider ändern sich stets in demselben Verhält- 
nisse, wenn man sie an einen anderen Ort bringt. Daraus 
folgt auch, daß man die Änderung der Gewichte mit einer 
gewöhnlichen Wage nicht festzustellen vermag, denn beim 
Abwägen auf solchen Wagen handelt es sich immer nur um 
den Vergleich der Gewichte zweier Körper, und nicht um 
die Bestimmung des absoluten Gewichtes eines dieser 
Körper. 



30 Erster Abschnitt. Mechanik des materiellen Punktes. 

Wir werden aber hierdurch aufmerksam darauf gemacht, 
daß es für jeden gegebenen Körper außer seinem je nach 
der Lage des Beobachtungsortes verschiedenen Gewichte noch 
eine zweite Größe gibt, die nur von ihm selbst und nicht von 
seiner Lage zur Erde abhängig ist. Diese Größe nennen wir 
die Masse des Körpers. Wir sehen nun auch, daß es sich 
beim Abwägen auf einer Hebelwage eigentlich nicht um einen 
Vergleich von Gewichten, sondern um einen Vergleich von 
Massen handelt. 

Dieser Umstand hat schon häufig zu Verwirrungen ge- 
führt. Da die Sache, um die es sich hier handelt, von größter 
Bedeutung für die richtige Auffassung der mechanischen Grund- 
gesetze ist, war es nötig, in so ausführlicher (für den unkun- 
digen vielleicht überflüssig weitschweifig erscheinender) Weise 
darauf einzugehen. 

Bezeichnen wir das Gewicht des Körpers an irgend einer 
Stelle der Erde mit Q^ die dort gültige Fallbeschleunigung 
mit g, so können wir nach dem Vorhergehenden 

Q-^mg (5) 

setzen. Darin ist zunächst m nur ein Proportionalitätsfaktor, 
aber einer, der jedem gegebenen Körper eigentümlich und von 
der Lage auf der Erdoberfläche unabhängig ist. Wir können 
daher diesen Paktor m unmittelbar als das Maß für jene Größe 
betrachten, die wir vorher schon als die Masse des Körpers 
bezeichneten. 

Wir haben uns bei diesen Auseinandersetzungen schon 
mit dem Umstände vertraut gemacht, daß die Kraft Q, die 
infolge der Schwere an dem Körper wirkt, verschiedene Werte 
für diesen Körper annehmen kann und daß sich diese Unter- 
schiede in der Veränderlichkeit von g aussprechen. Wir brauchen 
jetzt nur noch die Vorstellung zu Hilfe zu nehmen, daß alle 
mechanischen Kräfte Größen derselben Art sind, die gleichen 
Wirkungsgesetzen unterliegen, um auf jenen Satz zu gelangen, 
den man als das dynamische Grundgesetz bezeichnet. Wir 
schließen also, daß eine Beziehung von der Form der GL (5) 
immer noch bestehen bleibt, wenn auch die Kraft Q nicht 
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Ton der Schwere herrührt, sondern irgend einen andei«n ür- 
sprang hat. Bezeichnen wir eine solche Kraft von beliebiger 
Herkunft, die an dem Körper von der Masse m wirkt, mit P 
und die Ton ihr hervorgebrachte Beschleunigung mit 6, so geht 

Gl. (5) über in j> r. ra\ 

• ^ P = mb, (6) 

wofür auch in Verbindung mit 61. (5) 

P = -^6 (7) 

geschrieben werden kann. Durch diese Gleichungen wird das 
dynamische Grundgesetz ausgesprochen. 



§ 5. Die deduktive Ableitung der FaUgesetze. 

Im vorigen Paragraphen haben wir den induktiven Weg 
beschritten, nämlich jenen, der von einer gegebenen Beobach- 
tungstatsache ausgeht und durch vorsichtiges Abwägen der 
besten Art ihrer Deutung zur Aufstellung der Begriffe führt, 
durch die wir hoffen dürfen, die in dieses Gebiet fallenden 
Erscheinungen folgerichtig abzuleiten. Dieses induktive Ver- 
fahren muß stets bei der Begründung einer neuen Wissen- 
schaft oder bei der Erforschung einer noch wenig bekannten 
{Ißihe von Erfahrungstatsachen den Anfang bilden. Sobald 
es zu einer Auffassung geführt hat, die uns nun als Grund- 
lage für die weitere Behandlung geeignet erscheint, muß die 
deduktive Methode einsetzen, also jene, die sich nicht mehr 
unmittelbar mit dem Beobachteten, sondern nur noch mit der 
folgerichtigen Verknüpfung der induktiv gewonnenen Begriffe 
beschäftigt und der die Aufgabe zufällt, alle Folgerungen, 
die sicti hieraus ziehen lassen, möglichst vollständig abzu- 
leiten. Erst dann, wenn sich die Schlüsse, zu denen wir 
so geführt werden, bei einem erneuten Vergleiche mit ent- 
sprechend erweiterten Erfahrungen bestätigt haben, ist der 
Beweis dafür erbracht, daß wir durch das induktive Verfahren 
zur richtigen Verwertung der Beobachtungstatsachen gelangt 
waren. 
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Wir wollen jetzt alle Formeln, die für die Fallbewegung 
oder für eine andere gleichförmig beschleunigte Bewegung 
gelten, deduktiv aus dem dynamischen Grundgesetze ableiten. 
Dabei müssen wir natürlich unter anderem auch wieder zur 
Gl. (2) zurückgeführt werden, von der wir im vorigen Para- 
graphen ausgingen; zugleich werden wir aber auch noch eine 
Reihe neuer Beziehungen gewinnen. 

Zunächst stellen wir einen analytischen Ausdruck für die 
Beschleunigung g — oder allgemeiner h — auf. Wir verstanden 
darunter die Zunahme der Geschwindigkeit mit der Zeit und 
können dafür -. dv) /o\ 

setzen. So lange die Bewegung gleichförmig beschleunigt ist, 
d. h. so lange nach Gl. (6) die Kraft P konstant ist, können 
wir uns die einander entsprechenden Zuwüchse dv und dt von 
Geschwindigkeit und Zeit beliebig groß, also auch endlich 
denken. Wenn sich P allmählich ändern sollte, müssen aber 
beide Zuwüchse unendlich klein gewählt werden, damit wir 
die Beschleunigung im gegebenen Augenblicke, so wie sie zu 
dem augenblicklichen Werte von P gehört, genau erhalten. 

Wir wollen daher ein für allemal unter ^ in GL (8) den 

Grenzwert verstehen, dem sich das Verhältnis beider Zuwüchse 
nähert, wenn beide immer kleiner gewählt werden. Dann 
kann Gl. (8) dahin ausgesprochen werden, daß die Beschleuni- 
gung der Differentialquotient der Geschwindigkeit nach der Zeit 
ist, wie dies auch schon durch die gewählte Schreibweise zum 
Ausdrucke gebracht wurde. 
Mit Rücksicht auf Gl. (3) 

""-dt 

folgt aus Gl. (8) auch 

und die dynamische Grundgleichung kann demnach in jeder 

der folgenden Formen angeschrieben werden: 

■n T^ dv d^s ,^^>, 

P = ^6 = ^^^=wj^_. (10) 
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Nehmen wir nun an, daß P und hiemach auch b unver- 
änderlich sind, so folgt aus Gl. (8) durch Integration 

v==VQ + ht. (11) 

Hier ist Vq eine Integrationskonstante, deren Bedeutung sich 
leicht ergibt, wenn wir die Gleichung auf den Wert t = 
anwenden. Wir überzeugen uns dann, daß Vq die Anfangs- 
geschwindigkeit ist und werden durch dieses analytische Re- 
sultat darauf aufmerksam gemacht, daß es gar nicht nötig ist, 
unsere Untersuchung auf solche Bewegungen zu beschränken, 
die aus der Ruhe hervorgehen, sondern daß der Körper vor 
dem Auftreten der Kraft F auch schon irgend eine Geschwindig- 
keit Vq besitzen konnte, ohne daß dadurch unsere Betrachtungen 
ungültig würden. Nur die eine Voraussetzung ist dabei selbst- 
verständlich beizubehalten, daß alle Bewegungen und Kräfte 
in die gleiche . Richtung fallen. 

Die vorige Gleichung kann auch in der Form 

dt = «'o + &^ 

geschrieben werden, die sich sofort nochmals nach t integrieren 
läßt. Wir erhalten 

Hier ist Sq eine neue Integrationskonstante, nämlich der Weg, 
den der Körper bereits zu Anfang der Zeitrechnung (für t = 0) 
zurückgelegt hatte. Gewöhnlich entscheidet man sich dafür, 
unter s nur jenen Weg zu verstehen, der von dem Augen- 
blicke ^ = an zurückgelegt wurde und dann ist Sq gleich 
Null zu setzen. Die Gleichung vereinfacht sich mit dieser 
Festsetzung zu 

In ihr erkennen wir, falls wir Vq = setzen, die Ausgangs- 
gleichung (2) des vorigen Paragraphen wieder. 

In Gl. (11) kommt 5 und in Gl. (12) kommt v nicht vor. 
Für die Auflösung von Aufgaben über die gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung ist es bequem, aus der Verbindung 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 3 
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beider Gleichungen miteinander noch zwei neue Gleichungen 
abzuleiten, in denen b oder t nicht vorkommen. Zu diesem 
Zwecke lösen wir Gl. (11) zunächst nach b auf und setzen 
den Wert 

r 
in Gl. (12) ein. Diese geht dadurch über in 

Ebenso erhalten wir durch Auflösen von Gl. (11) nach t 

^ — r 

und durch Einsetzen in Gl. (12) 

s = 



'0 



2b 

Man kann auch noch eine Gleichung ableiten, die Vq nicht 
enthält und findet auf demselben Wege 

S = Vt r-- 

2 

Von dieser letzten Gleichung wird indessen seltener Ge- 
brauch gemacht. 

§ 6. Die gleichförmig verzögerte Bewegung. 

Wenn die Kraft P zur Anfangsgeschwindigkeit v^ ent- 
gegengesetzt gerichtet ist, bringt sie eine Verminderung der 
Geschwindigkeit hervor, die nach denselben Gesetzen vor sich 
geht wie das Anwachsen der Geschwindigkeit im vorigen Falle. 
Zu den Bewegungsvorgängen dieser Art gehört der Wurf eines 
Steines senkrecht nach oben oder die Bewegung eines ge- 
bremsten Eisenbahnzuges, vorausgesetzt daß im letzten Falle 
die Bremswirkung konstant ist. 

Aus Gl. (8) wird hier 

^=- dt' 

und die Gleichungen (11) und (12) ändern sich in 
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Man erkennt daraus, daß man alle Formeln des vorigen Para- 
graphen auch für die gleichförmig verzögerte Bewegung bei- 
behalten kann, wenn man darin nur b negativ setzt. Fassen 
wir daher nochmals alle Formeln übersichtlich zusammen, so 
haben wir für die 



gleichf. beschleun. Bewegung 



ß) 

Y) 
8) 



s = 



s = 



^ 



9 4 



2b 



gleichf. verzögerte Bewegung 



V 

s 
s 



VQ — bt, 
bt* 



v^t 



2 






s = 



v\ — V* 



26 



(13) 



§ 7. Dimensionen und Maßsysteme. 

, Vt'f^ 

Eine Größe messen \heißt, sie mit einer ihr gleichartigen^' 

die als Einheit gewählt ist, vergleichen, um das Verhältnis, 
in dem sie zu ihr steht, durch eine Zahl auszudrücken. Diese 
Zahl hat daher nur insofern Bedeutung, als sie auf die ge- 
wählte Einheit bezogen wird, d. h. nut uls benannte Zahl. 
Die zur absoluten Zahl hinzutretende Benennung wird in der 
Mechanik und überhaupt in der theoretischen Physik die Di- 
mension der gemessenen Größe genannt. Sie kennzeichnet die 
Größe der Art nach. 

Die bisher in Betracht gezogenen Größen waren Längen, 
Zeiten, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen oder Verzögerungen, 
die beide unter sich von gleicher Art sind, ferner Kräfte und 
Massen. Die Einheiten dieser Größen dürfen indessen nicht 
alle ganz willkürlich gewählt werden. So ist z. B. die Ge- 
schwindigkeit der gleichförmigen Bewegung als jene Strecke 
bezeichnet worden, die in der Zeiteinheit zurückgelegt wird. 
Mit der Wahl der Längen- und der Zeiteinheit ist daher zu- 
gleich die Einheit der Geschwindigkeit festgesetzt und ähnlich 
ist es in andern Fällen. Jene Einheiten, deren Wahl uns 
völlig frei steht, pflegt man als Fundamentaleinheiten oder 

Grundeinheiten, die andern als abgeleitete Einheiten zu 

3* 



H 



/ / ^ U 4 < 
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ZU bezeichnen.. Dabei ist übrigens wohl zu beachten, daß es 
unserer Wahl überlassen bleibt, welche Einheiten wir als die 
ursprünglichen und welche wir als die abgeleiteten ansehen 
wollen. So könnten wir unter den drei Einheiten der Länge, 
der Zeit und der Geschwindigkeit irgend zwei als Funda- 
mentaleinheiten auswählen, die dritte ist dann eine abgeleitete 
Einheit. Man hat sich indessen allgemein dafür entschieden, 
die Längeneinheit und die Zeiteinheit als Pundamentaleinheiten 
einzuführen und die Geschwindigkeitseinheit daraus abzuleiten 
und zwar aus dem einfachen Grunde, weil wir Längen und 
Zeiten sehr bequem unmittelbar messen können, Geschwindig- 
keiten aber nicht. 

Es genügt indessen nicht, die Geschwindigkeitseinheit ganz 
allgemein als abhängig von der Längen- und der Zeiteinheit 
zu bezeichnen, sondern man muß auch die Art dieser Ab- 
hängigkeit näher zum Ausdrucke bringen. Beachten wir nun, 
daß die Geschwindigkeit durch Division des zurückgelegten 
Weges durch die Zeit gefunden wird, so erhalten wir die 

Dimensionsformel j 

M = ^ = iT-i. (14) 

Dadurch, daß eine eckige Klammer um die Größe v ge- 
zogen ist, soll nämlich zum Ausdrucke gebracht werden, daß 
es sich hier nur um die Einheit oder um die Dimension dieser 
Größe handelt. Unter L und T sind dagegen die willkürlich 
zu wählenden Längen- und Zeiteinheiten zu verstehen. Man 
vermeidet bei dem Anschreiben der Dimensionsformeln zuweilen 
gern die Brüche und ersetzt diese durch negative Exponenten, 
wie es in der zuletzt gewählten Form . geschehen ist. 

Durch diese Art der Bezeichnung wird namentlich der 
Vorteil erreicht, daß man von einem Maßsysteme sehr leicht 
auf ein anderes übergehen kann. Hatte man z. B. vorher eine 
Geschwindigkeit auf cm und sec bezogen, also etwa 

cm 

V = a — 
sec 

gefunden, wobei nun a der Zahlenwert von v in diesem Maß- 
systeme ist, so erhält man, wenn später die Längen in Metern 
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und die Zeiten in Minuten ausgedrückt werden sollen, für das- 
selbe V 

cm 0,01 m ^ ^ m 

V ^ a~ =' a / — — = 0,0 a • — T • 

sec -^ mm ' min 

Der ümrechnungsfaktor 0,6 auf das neue Maßsystem kann dem- 

cm 

nach aus der Dimensionsbezeichnunir ohne weiteres ent- 

® sec 

nommen werden. 

Auch schon bei rein geometrischen Betrachtungen spielen 
die abgeleiteten Einheiten eine wichtige Rolle. So sieht man 
als Einheit der Fläche allgemein den Inhalt eines Quadrats 
an, dessen Seite gleich der Längeneinheit ist. Wir drücken 
dies in der von uns gewählten Bezeichnung dadurch aus, daß 
wir die Dimension einer Fläche gleich i^, also etwa gleich cm^ 
setzen, wenn wir nach cm rechnen. Ebenso ist die Dimension 
eines Rauminhaltes L^. Von einer Winkelgröße sagen wir, 
daß sie die Dimension Null hat, denn ein Winkel wird bei 
den Formeln der Mechanik stets durch das Verhältnis zwischen 
der Länge des Bogens, der zu ihm als Zentriwinkel gehört, 
und der Länge des zugehörigen Halbmessers gemessen. Ein 
solches Verhältnis ist aber keine benannte, sondern eine ab- 
solute Zahl, und dies soll eben dadurch ausgedrückt werden, 
daß wir die Dimension gleich Null setzen. 

Auch die Einheit der Beschleunigung oder Verzögerung 
wird durch die Längen- und die Zeiteinheit mit bestimmt. 
Denn man findet die Beschleunigung durch Division des Ge- 
schwindigkeitszuwachses, der in einer gewissen Zeit zustande 
kommt, durch diese Zeit. Die Dimension der Beschleunigung 
ist daher 

[6]=f;Uy, = ir-*- (15) 

Die beiden noch übrig bleibenden Einheiten der Kraft 
und der M^sse sind mit den vorigen nicht so verknüpft, daß 
sie ganz auf sie zurückgeführt werden könnten. Die Kraft 
steht zwar im Zusammenhange mit der Beschleunigung, die 
sie hervorbringt; in diese Beziehung tritt aber außerdem noch 
die Masse ein. Es bleibt daher nichts übrig, als noch eine 
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dritte Fundamentaleinheit einzuführen, und zwar bleibt es uns, 
wie vorher, überlassen, welche von beiden wir dazu wählen 
wollen. Während aber im früheren Falle kein Zweifel dar- 
über bestehen konnte, daß sich die Längen- und die Zeiteinheit 
am besten als Grundeinheiten eignen, sind hier die Meinungen 
geteilt, und in der Tat laufen heute zwei ganz verschiedene 
Maßsysteme ziemlich unabhängig nebeneinander her, von denen 
das eine die Kraft-, das andere die Masseneinheit als Funda- 
mentaleinbeit benützt. 

Das ältere von beiden Maßsystemen ist auf die Wahl 
der Krafteinheit als Fundamentalmaß begründet. Die ursprüng- 
liche Definition von 1 Kilogramm ist dÜB des Gewichtes von 
1 cdm Wasser im Zustande größter Dichte bei normalem 
Druck. Später hat man dafür das Gewicht eines gewissen in 
den Archiven aufbewahrten Platinstücks gesetzt, das so be- 
messen wurde, daß es nach genauen Versuchen jenem Wasser- 
würfel die Wage hielt. Noch später verstand man aber unter 
einem Kilogramm nicht mehr das Gewicht, sondern die Masse 
jenes Urgewichtsstücks. Der Grund für den Wechsel ist leicht 
einsusehen. Das deutsche Urkilogramm wurde mit dem fran- 
zösischen in Paris durch Abwägen verglichen. Als es dann 
nach Berlin gebracht wurde, behielt es zwar seine Masse; das 
Gewicht änderte sich aber ein wenig, weil die Fallbeschleu- 
nigung in Berlin etwas größer ist, als in Paris. In der Tat 
stellt auch nach dem Wortlaute der Gesetzesbestimmungen das 
Urkilogramm die Einheit der Masse dar. Das Wort Kilo- 
gramm hat demnach zwei ganz verschiedene und sorgfältig 
auseinander zu haltende Bedeutungen, je nachdem man es als 
Einheit der Masse oder als Einheit des Gewichts, d. h. als 
Krafteinheit gebraucht. 

Unserem Gefühl entspricht es zunächst ohne Zweifel am 
besten, wenn man das Kilogramm als Krafteinheit deutet. 
Denn wir sind gewohnt, ein Gewichtsstück dadurch einer 
ungefähren Schätzung zu unterwerfen, daß wir es aufheben 
und die Kraftäußerung abschätzen, die wir hierfür aufwenden 
müssen. Wenn die Fallbeschleunigung überall auf der Erde 
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denselben Wert hätte^ wäre man davon sicherlich niemals abge- 
gangen. Als es aber nötig geworden war^ bei genauen Messungen 
von Kräften, die an verschiedenen Orten der Erde ausgeführt 
wurden, auf die Veränderlichkeit der Schwere Rücksicht zu 
nehmen, um die Resultate vergleichbar miteinander zu machen^ 
empfahl es sich, zu der andern Definition des Kilogramms über- 
zugehen, die jede Vieldeutigkeit ausschloß. 

Das auf das Kilogramm als Krafteinheit gegründete Maß- 
system hat seinen Ursprung, wie das ganze metrische System 
überhaupt, in Frankreich. Dort ist es heute selbst bei den 
Physikern noch häufig im Gebrauch. Außerdem wird es 
überwiegend von den Technikern bis auf den heutigen Tag 
benutzt, jedoch mit Ausnahme der Elektrotechniker, die sich 
meistens dem andern Maßsysteme angeschlossen haben. Dieses 
zweite Maßsystem, das die Masseneinheit als Fundamental- 
einheit annimmt, wurde zuerst von den deutschen Gelehrten 
Gauß und Wilhelm Weber aufgestellt. Es ist heute bei 
den Physikern fast aller Länder das herrschende geworden 
und wird von diesen gewöhnlich als das absolute Maßsystem 
bezeichnet. Daß sich die Elektrotechniker dieser Wahl an- 
geschlossen haben, ist hauptsächlich darauf zurückzuführen, 
daß sich die Elektrotechnik als besonderer Wissenszweig von 
der allgemeinen Physik erst zu einer Zeit abzweigte, als das 
sogenannte absolute Maßsystem in dieser schon allgemein zur 
Einführung gelangt war. — Ich selbst halte es für wahr- 
scheinlich, daß man später auch in der Technik allgemein zu 
dem physikalischen Maßsysteme übergehen wird. Voraussicht- 
lich wird dies aber noch sehr lange Zeit in Anspruch nehmen, 
und in der Zwischenzeit bleibt für den Techniker nichts an- 
deres übrig, als sich mit den Grundlagen beider Maßsysteme 
vertraut zu machen. In meinen Vorlesungen werde ich daher 
beide Systeme gelegentlich nebeneinander gebrauchen; in der 
Regel werde ich mich aber des „französischen" oder „tech- 
nischen" Maßsystems bedienen, da dieses heute noch in der 
Technik bei weitem überwiegt. » 

Hierbei erwähne ich noch, daß sich die Physiker heute 
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ganz allgemein auch darüber geeinigt haben, die Zeiten stets 
nach Sekunden, die Längen nach Zentimetern und die Massen 
nach Grammen (also nicht nach Kilogrammen) auszumessen: 
6 au ß und Weber benutzten anstatt dessen Millimeter und 
Milligramm. Indessen ist der bloße Übergang zu einem Viel- 
fachen der Pundamentaleinheiten verhältnismäßig nebensächlich 
gegenüber der Wahl einer Fundamentaleinheit von ganz an- 
derer Art. Das physikalische Maßsystem , wie es . heute ge- 
braucht wird, führt mit Rücksicht auf die getroffene Wahl 
auch den Namen Zentimeter-Gramm-Sekunden-System, gewöhn- 
lich abgekürzt C. G. S. geschrieben. 

Der Zusammenhang zwischen den Dimensionen der Kraft 
und der Masse geht aus der dynamischen Grundgleichung her- 
vor. Nach dieser ist (vgl. Gl. 6) 

also auch [P] = [m] • [&], 

wobei die Dimension der Beschleunigung aus Gl. (15) ein- 
gesetzt werden kann. Im französischen oder technischen Maß- 
systeme ist die Krafteinheit die dritte Fundamentaleinheit: sie 
mag mit K bezeichnet werden. Dann hat man als Dimension 

der Masseneinheit 

. [m'\=KL-^T\ (16) 

Umgekehrt ist im „physikalischen^^ oder „deutschen'* Maß- 
systeme die Masseneinheit die dritte Grundeinheit — und als 
solche sei sie mit M bezeichnet. Dann ist die Krafteinheit 
eine abgeleitete Einheit und man hat dafür 

[P]=JlfLT-2. (17) 

Am anschaulichsten wird der erhebliche Unterschied zwi- 
schen beiden Maßsystemen dadurch hervortreten, daß ich die 
dynamische Grundgleichung auf das Gewicht und die Masse 
eines Kilogramms anwende. Hiernach ist 

1 kff Gewicht = 1 kg Masse • 981 — ö • 

Was unter dem kg in jedem Falle verstanden wird, ist 
in dieser Gleichung durch die besondere Benennung ersichtlich 
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gemacht. Im technischen Maßsystem ist demnach die Masse 
des Urkilogramms 

^ T^r 1 1 Gewichts-kg sec* 1 Gfcewichts-kg sec* 

1 Massen-kfiC = ^„^ = — a ö^ — * 

° 981 cm 9,81 m 

gegeben und im physikalischen Maßsysteme ist umgekehrt das 
Gewicht des Urkilogramms durch die Gleichung 

1 Gewichts-kg == 9,81 - -g • 1 Massen-kg 

bestimmt. 

Um Verwechslungen zu entgehen, die wegen der Zwei- 
deutigkeit der Bezeichnung Kilogramm (oder Gramm) sonst 
leicht entstehen, ist es nützlich, wenn man für die abgeleitete 
von den beiden Einheiten einen besonderen Namen gebraucht, 
der Mißverständnisse ausschließt Leider fehlt im technischen 
Maßsysteme ein besonderer Name für die abgeleitete Massen- 
einheit. Dagegen gebraucht man im C. G. S.- Systeme eine 
besondere Bezeichnung für die abgeleitete Krafteinheit. Nach 
dem dynamischen Grundgesetze wird die Kraft P zu Eins, 
wenn m = 1 und 6 = 1 ist; also 

cm 

[P] = 1 g Masse • 1 — -, 

8CC 

und die so definierte abgeleitete Krafteinheit heißt ein Dyn. 
Es ist also jene Kraft, die einem Gramm Masse die Beschleu- 
nigung von 1 cm, auf die Sekunde bezogen, erteilt. Der Ver- 
gleich mit der technischen Krafteinheit gestaltet sich hiernach 
wie folgt 

1 Gewichts-g = 981 dyn 

oder 1 Gewichts-kg = 981 000 dyn. 

Genau gilt diese Beziehung indessen nur an solchen Stellen 

der Erde, für die die Fallbeschleunigung 981 ^ beträgt. 

Eine Million Dynen bezeichnet man auch als ein Megadyn; 
man kann daher sagen, daß das Gewichts-kg des Technikers 
etwas weniger als ein Megadyn des Physikers ist. Sein ge- 
nauer Wert wechselt mit dem Orte auf der Erde. Dagegen 
ist das dyn unabhängig von dem Orte; es würde auf dem 
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Monde oder auf einem andern Planeten, wenn dort Wesen 
wohnten, mit denen wir uns verständigen könnten, genau in 
demselben Sinne gebraucht werden können wie bei uns und 
es wäre uns möglich, diesen Wesen, wenn wir etwa eine tele- 
graphische Verbindung mit ihnen hätten, genau zu bezeichnen, 
was wir unter 1 dyn verstehen, sodaß sie nachher im stände 
wären, die Kräfte auf ihrem Planeten ebenfalls nach unseren 
Djnen auszumessen. Voraussetzung wäre nur, daß dort Wasser 
oder ein anderer Körper in demselben Zustande wie auf der 
Erde vorkäme und daß sie im stände wären, astronomische 
Beobachtungen, behufs Feststellung unserer Längen- und Zeit- 
einheit ebenso genau auszuführen, als wir dies vermögen. 
Aus diesen Gründen hat das physikalische Maßsystem die Be- 
zeichnung des absoluten Maßsystems erhalten. 

Es möge noch bemerkt werden, daß man im Bereiche der 
Mechanik mit drei Fundamentaleinheiten vollständig auskommt. 
Die Einheiten aller übrigen Größen, die in der Mechanik auftreten, 
sind abgeleitete Einheiten Man nimmt heute meistens an, daß 
es in Zukunft gelingen wird, auch alle in andern Zweigen der 
Physik auftretenden Größen auf die drei Grundeinheiten der Mecha- 
nik einwandfrei zurückzuführen. Bisher ist dies aber noch nicht 
vollständig geglückt. So tritt in der Elektrizitätslehre heute noch 
eine vierte Fundamental einheit auf, deren Wahl willkürlich ist. 
In der Tat hat man auch dort diese Wahl auf verschiedene Art 
getroffen und unterscheidet danach verschiedene elektrische Maß- 
systeme. Auch über die Dimension, die man der Temperatur in 
der Wärmelehre beizulegen hat, herrscht noch keine Einstimmig- 
keit. Auf diese Dinge kann ich aber im Eahmen dieser Vor- 
lesungen nicht näher eingehen. 

Auf einen Umstand soll aber noch einmal nachdrücklich 
hingewiesen werden, nämlich, daß zwei physikalische Größen 
nur dann als gleich angesehen werden können, wenn sie nicht 
nur gleiche Maßzahlen, sondern auch gleiche Benennungen 
(oder Dimensionen) haben. Man kann auch nur gleich benannte 
Orößen zueinander addiren oder sie voneinander subtrahieren. 
Daraus folgt, daß in einer Gleichung der Mechanik oder der 
theoretischen Physik beide Seiten und auch alle durch Plus- 
oder Minuszeichen miteinander verbundenen Glieder die gleiche 
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Dimension haben müssen. Eine Gleichung, bei der dies nicht 
zuträfe, müßte notwendig falsch sein und in der Tat besteht 
darin ein sehr einfaches Prüfungsverfahren, das man nach 
Durchführung einer längeren Rechnung stets anwenden sollte, 
um etwa vorgekommene Fehler aufzufinden. Nicht jeder 
Rechenfehler, den man begeht, beeinflußt zwar die Dimen- 
sionen der Torkommenden Ausdrücke und man hat daher keine 
Sicherheit, daß die Rechnung richtig ist, wenn jene Probe 
stimmt. Gewöhnlich findet man aber die Fehler auf diesem 
Wege heraus und da die Probe sehr schnell und bequem aus- 
geführt werden kann, ist sie sehr wertvoll. 



§ 8. Die ungleichförmig beschleunigte geradlinige Bewegung. 

Für eine solche Bewegung kann die Fragestellung nach 
- zwei entgegengesetzten Richtungen hin erfolgen. Entweder 
nämlich ist der Ablauf der Bewegung in der Zeit von vorn- 
herein (etwa auf Grund von Beobachtungen) gegeben und man 
soll die Größe der Kraft ermitteln, die in jedem Augenblicke 
auf den materiellen Punkt übertragen wird; oder man kennt 
umgekehrt die Kraft und soll danach schließen, wie die Be- 
wegung unter ihrem Einflüsse erfolgen muß. In beiden Fällen 
führt die dynamische Grundgleichung 

zur Lösung der Aufgabe; im ersten Falle durch Ausführung 
der Differentiation an dem als Funktion der Zeit bekannten 
Wege s und im zweiten Falle durch Integration der Gleichung. 
Der erste Fall macht niemals irgend welche Schwierig- 
keiten; etwas verwickelter ist die Lösung im zweiten Falle 
und dafür soll hier ein das ganze Vorgehen näher erläuterndes 
Beispiel gegeben werden. Vorher sind die Fallgesetze ohne 
Berücksichtigung des Luftwiderstandes besprochen worden und 
jetzt wollen wir diese Betrachtung auf den Fall ausdehnen, 
daß der Luftwiderstand so groß ist, daß er nicht mehr ver- 
nachlässigt werden kann. Um den Verlauf der Fallbewegung 



44 Erster Abschüitt. Mechanik des lüateriellen Punktes. 

unter diesen Umständen vorausberechnen zu können^ müssen 
wir wissen, in welcher Weise sich der Luftwiderstand geltend 
macht. Dies konnte anfänglich nur induktiv, also aus der 
Beobachtung der wirklichen Pallbewegung geschlossen werden. 
Aus diesen Beobachtungen wurde der Schluß gezogen, daß 
der Luftwiderstand bei sehr kleinen Geschwindigkeiten un- 
merklich ist und mit der Geschwindigkeit anwächst. Schon 
von Newton rührt auf Grund solcher Betrachtungen die An- 
nahme her, daß der Luftwiderstand für einen Körper von 
gegebener Größe und Gestalt der Oberfläche proportional dem 
Quadrate der Geschwindigkeit sei. Diese Annahme wird auch 
heute noch in der Regel der deduktiven Ableitung des Fall- 
gesetzes im „widerstehenden Mittel*^ (das außer Luft auch 
Wasser oder eine andere Flüssigkeit sein kann) zu gründe 
gelegt. Im Gegensatze zu andern Ansätzen der Mechanik^ 
die wir als streng gültig ansehen können, ist diese Annahme 
aber nur ungefähr und nur für die gewöhnlich vorkommenden 
Geschwindigkeiten genau genug richtig. Bei ganz kleinen 
Geschwindigkeiten kommt man diem wirklichen Verhalten näher, 
wenn man den Widerstand des Mittels der ersten Potenz der 
Geschwindigkeit proportional setzt und bei Geschwindigkeiten^ 
die sich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles nähern,, 
wächst der Widerstand noch schneller als mit der zweiten 
Potenz. Wenn wir solche Fälle ausdrücklich ausschließen und 
nur Bewegungen mit Endgeschwindigkeiten von etwa einem 
Meter bis zu etwa 100 oder 200 Metern in der Sekunde be- 
trachten, finden wir jedoch die aus dem quadratischen Gesetze 
abgeleitete Formel für praktische Zwecke hinreichend genau 
durch die Erfahrung bestätigt. 

An einem Körper, der durch die Luft herabfällt, haben 
wir jetzt zwei Kräfte von entgegengesetzter Richtung ins Auge 
zu fassen. Die eine ist, wie früher, das nach abwärts be- 
schleunigende Gewicht §, die andere der Luftwiderstand, den 
wir nach dem quadratischen Gesetze gleich kv^ setzen können,^ 
wo nun Je eine Konstante des Körpers ist, die von der Größe 
und Gestalt der Oberfläche, sowie von der Beschaffenheit des 
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Mittels, in dem er sich bewegt, abhängt. Diese wirkt dem 
Oewichte entgegen und für die wirklich erfolgende Bewegung 
ist daher nur der Unterschied zwischen beiden in Ansatz zu 
bringen. Die im gegebenen Augenblicke an dem Körper im 
ganzen auftretende beschleunigende Kraft P ist daher 

P=Q-]cv^ (18) 

und die dynamische Grundgleichung, die wir hier in der Form 

dv 



""dt 



anschreiben, liefert 

dv 
dt 



UV ^ ,2 



Beachten wir noch, daß Q = mg gesetzt werden kann 
und schreiben wir zur Abkürzung den konstanten Wert 

h 



m ' 



SO vereinfacht sich dies zu 

dv 



dt- 9- *'^'- 

Um aus dieser Differentialbeziehung v als Funktion von t 
zu finden, formen wir die Gleichung um zu 

g — k v^' 

in der die Veränderlichen getrennt sind. Wenn die Differen- 
tialausdrücke gleich sein sollen, dürfen sich auch ihre un- 
bestimmten Integrale nur um eine konstante Größe voneinander 
unterscheiden. Durch Integration erhalten wir daher 

Ig — k v^ 

Die Integration kann nach den Regeln der höheren Mathe- 
matik ohne weiteres ausgeführt werden; man findet dann 

^=(7 + — ^-igi'^i+i*'-"-. 

2ygk' ^ygk'—¥v 

Die Integrationskonstante C ist vorläufig unbekannt-, wir 
finden aber ihren Wert aus den Anfangsbedingungen, die bei 
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der Stellung der Aufgabe mit gegeben sind. Nehmen wir 
hier an, daß die Bewegung vom Zustande der Ruhe aus be- 
ginnt, daß also zur Zeit ^ = die Geschwindigkeit v = ist,. 
so folgt; daß wir in der vorausgehenden Gleichung auch C = 
setzen müssen, damit beide Seiten der Gleichung zu Anfang 
gleichen Wert miteinander haben. Nachdem dies geschehen 
ist, gestattet uns die vorstehende Gleichung bereits, die Zeit 
zu berechnen, die verstreichen muß, bis der Körper eine be- 
stimmte Geschwindigkeit v erlangt hat. Wir sehen auch, daß 
die Geschwindigkeit v niemals den Wert 



'^max — y 17 



überschreiten kann und daß sie sich diesem Grenzwerte bei 
unendlich wachsendem t nähert. Gewöhnlich wird aber ver- 
langt, V unmittelbar als Funktion von t darzustellen und zu 
diesem Zwecke ist es nötig, die vorige Gleichung nach v auf- 
zulösen, was leicht ausgeführt werden kann. Man erhält dann 

v= 1/ ^7 • — -. ^— — (19) 

Auch der Weg s wird hieraus ohne Schwierigkeit als 

Funktion von t gefunden, indem man beachtet, daß «^ = ^7 

ist und den vorstehenden Ausdruck nach t integriert. Zur Be- 
stimmung der hierbei auftretenden neuen Integrationskonstanten 
dient die Bemerkung, daß 5 = ist für ^ = 0. Man findet so 

s^^{lS^^^^^-tV9k']. (20) 

Daß die Integration und die Bestimmung der Integrations- 
konstanten richtig ausgeführt wurde, folgt nachträglich leicht 
daraus, daß man bei Differentiation von Gl. (20) wieder auf 
Gl. (19) zurückkommt und daß ferner Gl. (20) für ^ = in 
der Tat s == liefert, wie es der Anfangsbedingung entspricht. 
Die Konstante Ic kann nur aus Versuchen ermittelt werden 
und aus ihr folgt dann lc\ Die Dimension von k folgt daraus, 
daß k mit dem Quadrate einer Geschwindigkeit multipliziert 
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eine Kraft liefert, also im technischen Maßsystem zu KL~^T^. 

Um eine Vorstellung davon zu geben, wie groß der numerische 

Wert von fc beim Falle durch die Luft ausfällt, erwähne ich, 

daß ungefähr 

Ä; = 0,12 kg m-^sec^ 

ist, wenn die beim Falle vorausgehende Fläche des fallenden 
Körpers 1 qm groß, eben und senkrecht zur Fallrichtung ist. 
Bei einer andern Größe der Fläche ist h dem Flächeninhalte 
proportional; bei anderer Gestalt der Fläche ändert sich h eben- 
falls, worauf aber jetzt nicht weiter eingegangen werden soll. 
Die Dimension von Tc folgt aus der von Tc durch Division 
mit einer Masse, also im technischen Maßsysteme nach Gl. (16) 

Hiernach hat 2iygTc die Dimension Null, d. h. es ist eine 
absolute Zahl. Der Exponent einer Exponentialgröße, ebenso 
auch ein Wert, von dem der Sinus oder eine andere gonio- 
metrische Funktion in einer Gleichung der Mechanik vor- 
kommt, kann immer nur eine absolute Zahl sein. Dies be- 
stätigt die Richtigkeit der Gleichungen (19) und (20), die auch 
bei weiterem Einsetzen der Dimensionen als homogen in Bezug 
auf die Dimensionen erkannt werden. 

Außerdem kann man die Gültigkeit der Gleichungen (li>) 
und (20) auch noch einer andern nachträglichen Probe unter- 
werfen. Wenn nämlich k und hiermit auch fc' zu Null werden, . 
kommen wir wieder auf die Fallbewegung ohne Luftwiderstand 
zurück. Die Formeln müssen also auch die früheren einfacheren 
mit in sich enthalten. Zunächst liefern beide Gleichungen für 
Ä; = den Wert ^ . Um den wirklichen Wert dieses unbestimmten 
Ausdrucks zu ermitteln, denken wir uns z. B. in Gl. (20) zunächst 

yW unendlich klein. Mit Vernachlässigung unendlich kleiner Glieder 
höherer Ordnung wird dann nach Entwicklung der Exponential- 
größe in eine Reihe 

e^tV^'^ 1 + 2^>/^ + 2fgk' 

und mit Berücksichtigung der Reihenentwicklung 

lg(l +x)=^x-\x^ + \x^ 
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finden wir, gleichfalls unter Beiseitelassung der unendlich kleinen 
Glieder höherer Ordnung, 

lg '" 'l ^ - = lg (1 + tVglc'+ t^gh') ''tVW+ t^ffk' - it'gk'. 
Setzen wir dies in Gl. (20) ein, so finden wir in der Tat 

also die Formel für die Fallbewegung ohne Luftwiderstand, wie 
wir es erwarten mußten. -^ Auch diese Prüfung der Ergebnisse 
einer verwickelten Betrachtung durch Zurückgehen auf einen darin 
mit enthaltenen einfacheren Fall findet in der Mechanik sehr häufig 
Anwendung. 

Auch dann, wenn ä^' nicht sehr klein ist, kann für sehr kleine 
Werte von t die vorige Entwicklung beibehalten werden, d. h. die 
Fallbewegung erfolgt zu Anfang so wie im luftleeren Räume und 
erst späterhin treten größere Abweichungen davon ein. Bei sehr 
gi'oßen Werten von t, wird schließlich v nahezu konstant; der Luft- 
widerstand hebt dann das Gewicht, abgesehen von einer sehr kleinen 
Differenz, gerade auf. In diesem Bewegungszustande befindet sich 
z. B. ein Fallschirm, der von einem Luftballon herabgelassen wird, 
schon nach ziemlich kurzer Zeit, weil bei ihm k[ infolge der großen 
Oberfiäche im Vergleiche zum Gewichte sehr groß ist. 



§ 9. Arbeit und lebendige Eraft. 

Die vierte von den Gleichungen (13) für die gleichförmig 
beschleunigte Bewegung lautete 



s = 



v^ — V. 



2b 

Multipliziert man beiderseits zuerst mit b und dann auch noch 
mit der Masse m und beachtet man, daß das Produkt aus 
Masse nnd Beschleunigung gleich der Kraft P ist, so geht die 
Gleichung über in 

Ps =''-:*- -^'-f. (21) 



Das Produkt Ps aus Kraft und Weg wird die Arbeit der 
Kraft, das halbe Produkt aus der Masse und dem Quadrate 
der Geschwindigkeit wird die lebendige Kraft des materiellen 
Punktes genannt. In Worten spricht man daher Gl. (21) dahin 
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aus^ daß die Arbeit der Kraft bei einer geradlinigen; gleich- 
formig beschleunigten Bewegung gleich dem Zuwachse an 
lebendiger Kraft ist, den der materielle Punkt zur gleichen 
Zeit erfährt. 

Für die lebendige Kraft gebraucht man häufig die neueren 
Bezeichnungen „kinetische Energie" oder auch „Wucht" Das 
letzte Wort ist ohne Zweifel sehr gut gewählt; es hat sich 
aber bisher noch nicht recht einbürgern können. An und 
für sich läßt sich indessen auch gegen die alte Bezeichnung 
j^ebendige Kraft" wohl nicht allzuviel einwenden, falls man 
sich nur stets in Erinnerung hält, daß die lebendige Kraft 
eine Größe von ganz anderer Art (und auch von anderer 
Dimension) als die beschleunigende Kraft ist. Es ist freilich 
mit dem Gebrauche des Wortes noch der Mißstand verbunden, 
daß Leibnitz, der das Wort einführte, darunter mv^ und nicht 
wie wir die Hälfte davon verstand. Im Sinne von Leibnitz 
ist das Wort bis in das neunzehnte Jahrhundert hinein ge- 
braucht worden und vereinzelt wird es selbst jetzt noch so ge- 
braucht. Derartigen Mißverständnissen entgeht man vollständig, 
wenn man eine der beiden anderen Bezeichnungen wählt; in- 
dessen wird heute in der deutschen technischen Literatur die 
lebendige Kraft immer nur als gleichbedeutend mit Wucht 
gebraucht und es steht daher der Anwendung des Wortes kein 
besonderes Bedenken entgegen. 

Die vorige Ableitung von Gl. (21) knüpfte an die Formeln 
für die gleichförmig beschleunigte Bewegung an. Der Satz 
gilt aber viel allgemeiner, wie hier zunächt für die beliebig 
ungleichförmig beschleunigte, aber immer noch geradlinige Be- 
wegung gezeigt werden soll. 

Aus der Definition der Geschwindigkeit und der Beschleu- 
nigung folgen die beiden Gleichungen 

vdt = ds und dv == bdt. 

Multipliziert man beide Gleichungen miteinander und hebt 
den Faktor dt auf beiden Seiten gegeneinander weg, so bleibt 

vdv = bds, 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 4 
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wofür nach Multiplikation mit m auch 

md\~\ = Fds 

geschrieben werden kann, denn die Ausführung des Differentials 

von — liefert sofort wieder vdv. Da m eine konstante Größe 

ist, kann es übrigens auch mit unter das Differentialzeichen 
als Faktor gesetzt werden. Die so gewonnene Gleichung 

Pds = d[^f) (22) 

spricht bereits den Satz von der lebendigen Kraft für den 
Vorgang während eines unendlich kleinen Wege- und Zeit- 
elements aus. Man braucht sich nur die Gleichung für alle 
Elemente, in die sich eine endliche Bewegung zerlegen läßt, 
angeschrieben und dann alle summiert zu denken, um die 
Form des Satzes für einen endlichen Weg zu erhalten. Auf 
der linken Seite tritt hierbei die Summe aller Elementar- 
arbeiten Pds auf, die als die gesamte Arbeitsleistung der ihrer 
Größe nach veränderlichen Kraft P bezeichnet wird. Für kon- 
stantes P folgt daraus wieder wie vorher Ps; andernfalls aber 
muß die Summierung auf irgend eine Art angedeutet werden 
und man wählt dazu in der Regel ein Integralzeichen, aus 
Gründen, die dem Kenner der Integralrechnung ohne weiteres 
klar sind. 

Auf der rechten Seite der Gleichung (22) steht das Diffe- 
rential der lebendigen Kraft. Wenn man die Summierung über 
alle Differentiale ausführt, kommt man damit auf die endliche 
Differenz zwischen Anfangs- und Endwert der lebendigen Kraft. 
Durch Ausführung der Summierung erhält man demnach aus 
Gl. (22) 



jFäs = 



2 2 



Von Gl. (21) weicht diese Aussage nur insofern ab, als für 
die Arbeit der Kraft ein allgemeinerer Ausdruck eingetreten 
ist. Wegen der besonderen Form dieses Ausdrucks pflegt 
man die Arbeit auch als das Linienintegral der Kraft zu 
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bezeichnen^ eine Benennung^ die namentlich in der Elektrizitäts- 
lehre neuerdings sehr gebräuchlich geworden ist. 

§ 10. Antrieb und Bewegungsgröße. 
Aus der dynamischen Grundgleichung in der Form 

folgt durch Multiplikation mit dem Zeitelemente dt 

Pdt = mdv = d(niv)j 

da der konstante Faktor m auch mit unter das DifiFerential- 
zeichen aufgenommen werden kann. Diese Gleichung spricht 
schön den Satz vom Antriebe für ein Zeitelement aus. Um 
daraus eine Gleichung in endlicher Form zu gewinnen, denke 
ich mir für jedes der Zeitelemente, in die man die ganze Dauer 
des Bewegungsvorgangs zerlegen kann, eine solche Gleichung 
angeschrieben und alle addiert. Wir erhalten dann, ganz ähn- 
lich wie im vorigen Paragraphen, 

fPdt = mv — mVq . (24) 

Links steht jetzt das „Zeitintegral" der Kraft und dieses 
bezeichnet man als den Antrieb oder auch als den Impuls 
der Kraft. Das Produkt mv aus Masse und Geschwindigkeit 
wird die Bewegungsgröße des materiellen Punktes genannt. 
Gl. (24) kann dann dahin ausgesprochen werden, daß der An- 
trieb der Kraft bei irgend einer geradlinigen Bewegung gleich 
dem Zuwachse der Bewegimgsgröße ist. 

Von diesem Satze wird namentlich bei der Untersuchung 
des Stoßes Gebrauch gemacht. Er stellt ebenso wie der Satz 
von der lebendigen Kraft nur eine andere, für die betreffen- 
den Anwendungen bequemere Aussageform der dynamischen 
Grundgleichung dar. 

§ 11. Krummlinige Bewegung des materiellen Punktes. 

Bei der geradlinigen Bewegung konnte die augenblickliche 
Lage des bewegten Punktes durch eine einzige Zahlenangabe, 
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nämlich durch Angabe der Länge des von Anbeginn an zurück- 
gelegten Weges beschrieben werden. Bei der krummlinigen 
Bewegung bedürfen wir dazu im allgemeinen drei Zahlen- 
angaben, nämlich die Angabe der drei Koordinaten des Punktes 
in bezug auf irgend ein räumliches Koordinatensystem oder 
anstatt dessen auch die Angabe einer gerichteten Größe. Hier 
werde ich in der Regel dem letzten Verfahren den Vorzug 
geben, weil es den Blick unmittelbar auf das hinlenkt, worauf 
es ankommt. Indessen läßt sich die eine Darstellung sehr 
leicht auf die andere zurückführen. 

In Abb. 1 sei A die augenblickliche Lage des bewegten 
Punktes. Diese läßt sich von einem festen Anfangspunkt 

aus durch Angabe der 
gerichteten Strecke — 
des Radiusvektors — i 
bestimmen. Projiziert 
man % auf die drei 
durch den Punkt 
gezogenen rechtwink- 
ligen Koordinatenach- 
sen OX, OY, OZ, so 
erhält man die Koordi- 
naten a;,i/,^. Bei den Ko- 
ordinaten ist die Rich- 
tung selbstverständlich; 
man sieht daher x, y, z 
als richtungslose Größen 
an. Andererseits ist es 
aber zulässig, die Richtungen besonders hervorzuheben und man 
kann dies bei der Koordinate x z. B. dadurch bewirken, daß man 
ihr einen Richtungsfaktor beigibt, also z. B. i^ dafür schreibt. 
Dieser Richtungsfaktor i soll die Dimension Null und den 
Wert 1 haben. Durch Multiplikation mit ihm wird daher weder 
an der Dimension noch an dem numerischen Werte des Pro- 
dukts eine Änderung herbeigeführt; nur eine bestimmte Rich- 
tung wird dem Produkte dadurch zugeschrieben. Die Richtungs- 



^ 
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Abb. 1. 
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faktoren für die Y- und die ^- Achse bezeiclmen wir mit j 
und f. Schon durch die Schreibweise ist hervorgehoben, daß 
diese Faktoren gerichtete Größen bedeuten. Wir können an- 
statt dessen fiir ix auch einfach f u.s.f. schreiben und haben 
dann zur Erläuterung des Sinnes, in dem wir die Richtungs- 
faktoren gebrauchen, die Gleichungen 

Denkt man sich von aus zuerst ix abgetragen, am 
Endpunkte dieser Strecke \y und hierauf wiederum t0 an- 
gereiht, so gelangen wir zum Punkte A. Man sieht auch aus 
Abb. 1 sofort, daß es gleichgültig ist, in welcher Reihenfolge 
wir diese gerichteten Strecken aneinander tragen; nachdem 
alle drei in beliebiger Aufeinanderfolge zu einem polygonalen 
Zuge zusammengesetzt sind, treffen wir stets wieder auf den 
Punkt Ä. Man kann dies auch dahin ausdrücken, daß es 
gleichgültig ist, ob wir vom Anfangspunkte aus unmittelbar 
um die gerichtete Strecke i^ weiter gehen, oder ob wir nach- 
einander die drei Verschiebungen f, ^, } ausführen. Diese Art 
der Zusammensetzung gerichteter Größen spielt in vielen Teilen 
der Mechanik eine wichtige Rolle. Man hat daher eine an- 
schauliche Bezeichnung dafür eingeführt und nennt i die 
geometrische oder auch die graphische Summe der 
Strecken f, ^, J. Im Form einer Gleichung kann man den 
Zusammenhang der vier Strecken dadurch zum Ausdrucke 
bringen, daß man 

^-i + ^ + i = ioo + \y + U (25) 

setzt und unter dem Pluszeichen, durch das die Glieder ver- 
bunden sind, die Vorschrift für die geometrische Summierung 
versteht. Ein Pluszeichen zwischen zwei gerichteten Größen 
ist immer nur in diesem Sinne aufzufassen. Haben beide 
Vektoren zufällig gleiche Richtung, so geht die geometrische 
Summierung in die gewöhnliche, haben sie entgegengesetzte 
Richtung, so geht sie in die algebraische Summierung über. 
Eine gerichtete Größe und eine richtungslose können in der 
Mechanik niemals durch ein Pluszeichen miteinander verbunden 
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werden, da eine solche Summierung überhaupt keinen physika- 
lischen Sinn hätte. Zu irgend welchen Mißverständnissen kann 
daher die Übertragung des Pluszeichens der Algebra auf das 
Rechnen mit gerichteten Größen in diesem erweiterten Sinne 
niemals Veranlassung geben. 

Treten in einer geometrischen Summe Glieder auf, die 
mit einem Minuszeichen behaftet sind, so bedeutet dies, daß 
sie mit umgekehrter Richtung in den polygonalen Zug auf- 
zunehmen sind, durch den man die geometrische Summe er- 
hält. Da die Reihenfolge der Summierung gleichgültig ist, 
bleibt eine Gleichung zwischen gerichteten Größen immer noch 
richtig, wenn man beiderseits denselben Vektor zufügt oder 
ihn subtrahiert; kurzum, wir können uns, so lange nur Addi- 
tionen und Subtraktionen oder auch Multiplikationen mit rich- 
tungslosen Größen in Frage kommen, beim Rechnen mit ge- 
richteten Größen ganz an die gewöhnlichen, alge- 
braischen Sätze halten. 

Nach dem Verlaufe der Zeit dt wird der be- 
wegte materielle Punkt in eine benachbarte Lage 
A übergegangen sein. Auch den unendlich kleinen 
Weg AA' wollen wir als gerichtete Größe auf- 
fassen und ihn, um dies zum Ausdrucke zu bringen, 
mit rfg bezeichnen. Die Projektionen auf die 
Koordinatenachsen bezeichnen wir mit dx, dy, dz, 

Abb. 2. godaß 

d%^\dx + \dy + tdz (26) 

ist. Der Radiusvektor §' des Punktes A' wird aus 8 gefunden, 
indem man am Endpunkte von I den Vektor di anträgt, d. h. 
nach dem Begriffe der geometrischen Summe ist 

und hierdurch rechtfertigt es sich, daß wir den Weg AA' als 
das geometrische Differential des Radiusvektors % ansehen. 

Wir fanden schon früher, daß man die Größe der Ge- 
schwindigkeit in einem gegebenen Augenblicke als Grenzwert 
des Verhältnisses zwischen dem durchlaufenen Wegelemente 




§ 11. £j*ammlinige Bewegung des materiellen Punktes. 55 

und dem inzwischen verstrichenen Zeitelemente erhält. Bei 
der knimmlinigen Bewegung genügt es aber nicht, die Ge- 
schwindigkeit nur der Größe nach anzugeben; man muß auch 
die Richtung bezeichnen, nach der die Bewegung im gegebenen 
Augenblicke vor sich geht. Diese wird durch die Tangente 
der Bahn oder auch durch die Richtung des Bahnelementes AÄ 
bezeichnet. Wir bekommen demnach die GeschT^indigkeit so- 
wohl der Größe als der Richtung nach, wenn wir 

» = ^ (27) 

setzen. Zerlegen wir d% in seine drei Komponenten nach 
Gl. (26), so geht Gl. (27) üher in 

.«• = ^^ + 11? + '^ (28) 

und hierdurch ist H zugleich als geometrische Summe von drei 
in den Richtungen der Koordinatenachsen gezählten Kompo- 
nenten dargestellt. Wenn wir die Komponenten von d ihrer 
Größe nach außerdem noch mit xi^jV^yV^ bezeichnen, so haben 
wir demnach 

dx dy dz /cirv\ 

^i=d«; ""^-"dv ^3=d7' (^^) 

einen Gleichungssatz, in dem die Richtungen als selbstverständ- 
lich nicht besonders hervorgehoben sind. 

Auch der Begriff der Beschleunigung, der früher bei der 
Betrachtung der geradlinigen Bewegung gewonnen wurde, ist 
jetzt sinngemäß auf die krummlinige Bewegung zu übertragen. 
Wir müssen dabei daran festhalten, daß die Beschleunigung 
das Maß für die Änderung der Geschwindigkeit bildet. Hier 
ist aber noch besonders darauf zu achten, daß eine Änderung 
der Geschwindigkeit nicht nur der Größe, sondern auch der 
Richtung nach möglich ist. Zu Anfang eines Zeitelementes dt 
sei die Geschwindigkeit ti, zu Ende desselben H'. Wenn keine 
Kräfte wirkten, wäre ti' in jeder Hinsicht gleich ü nach dem 
Trägheitsgesetze. Wenn nicht gerade unendlich große Kräfte 
auftreten, kann sich li in dem Zeitelemente dt nur unendlich 
wenig — sowohl der Größe als der Richtung nach — geändert 
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haben. Wir bilden die geometrische DifiFerenz von H' und d 
und setzen sie 

Dann gibt uns das Differential dt^ die in dt stattfindende 
Änderung der Geschwindigkeit sowohl der Größe als der Rich- 
tung nach an. Dividieren wir dtl durch dt, so erhalten wir 
die auf die Zeiteinheit bezogene Änderung der Geschwindig- 
keit in derjenigen Größe und Richtung, die für den Augen- 
blick gerade zutrifft. Wir bleiben also in XJbereinstimmung mit 
den früheren Pestsetzungen und ergänzen sie nur so weit, daß 
auch die Richtungsänderungen mit einbezogen werden, wenn 
wir die Beschleunigung t 

setzen. Verbinden wir hiermit Gl. (27), so erhalten wir auch 

* = g- (31) 

Auch hier können wir sofort wieder auf die Komponenten 
nach den Achsenrichtungen zurückgehen und erhalten 



oder, wenn wir die Komponenten von i der Größe nach mit 
61,63,63 bezeichnen, 

r._dv^_d*x^ ■L_dv^_d^y^ n _dv^ _dH .„«n 

^^~ dt ~ dt'^ ^2- dt ~ dt'^ ^^-'di-'dt^' ^^"^^ 

Es fragt sich jetzt, in welchem Zusammenhange die hier- 
mit näher definierte Beschleunigung i mit der Kraft ^ steht, 
die während der Bewegung an dem materiellen Punkte an- 
greift, d. h. welche Fassung wir in diesem allgemeinen Falle 
der dynamischen Grundgleichung zu geben haben. Um diese 
Frage zu entscheiden, müssen wir noch einige Erörterungen 
über die Zusammensetzung verschiedener Bewegungen voraus- 
gehen lassen. 
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§ 12. Bas Prinzip der Unabhängigkeit 
verschiedener Bewegi;pigen voneinander und der Satz vom 

EräfteparaUelogranun. 

Wir Wollen uns die Bewegung eines materiellen Punktes 
von einem Koordinatensysteme aus beobachtet denken, das 
selbst eine Translationsbewegung (aber mit Ausschluß jeder 
Drehung) ausführt und daneben sei auch auf die absolute 
Bewegung sowohl des Punktes als des Koordinatensystems 
geachtet.' Nach Abla'tif der Zeit t möge jeder Punkt des 
Koordinatensystems den Weg I' zurückgelegt haben und der 
materielle Punkt soll sich relativ zum Koordinatenanfang, mit 
dem er anfänglich zusammenfiel, um 8" verschoben haben. 
Dann finden wir den absoluten Weg § des Punktes durch 
Ausführung der geometrischen Summierung 

g = g' -f. g" 

und es ist dabei gleichgültig, ob wir uns erst die Bewegung S' 
und nachher S" oder ob wir uns beide in umgekehrter Reihen- 
folge oder schließlich ob wir uns beide gleichzeitig ausgeführt 
denken. Dies geht unmittelbar aus der geometrischen An- 
schauung hervor und es steht uns offenbar frei, jede beliebige 
Bewegung S eines Punktes durch Einführung solcher bewegter 
Koordinatensysteme, deren Wahl ganz beliebig ist, in mehrere 
Komponenten in Gedanken zu zerlegen. Man pflegt dies da- 
hin auszudrücken, daß ein materieller Punkt gleichzeitig meh- 
rere Bewegungen nebeneinander ausführen kann. Früher war 
z. B. die Rede von der Bewegung, die ein Gepäckstück aus- 
führt, das in einem Eisenbahnwagen herabfällt. Hierbei er- 
gibt sich ganz ungezwungen die Zerlegung der absoluten Be- 
wegung des fallenden Körpers in die Bewegung, die er mit 
dem Eisenbahnwagen nach wie vor zusammen ausführt und 
in die Bewegung relativ zum Eisenbahnwagen. Offenbar steht 
es uns auch frei, uns beim schiefen Wurf eines Steines ein 
Koordinatensystem, so wie vorher den Eisenbahnwagen, in 
horizontaler Richtung mit dem Steine bewegt zu denken, so- 
daß wir von diesem Koordinatensysteme aus gesehen nur noch 
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mit der Bewegung des Steines in vertikaler Richtung zu tun 
haben. 

Diese Zerlegungen sind rein geometrischer Art und an 
sich willkürlich. Wenn wir sagen, daß die. einzebien Be- 
wegungskomponenten unabhängig voneinander erfolgen^ kommt 
aber noch etwas anderes hinzu. Man denke sich eine Anzahl 
materieller Punkte von gleicher Masse, die unabhängig von- 
einander sind und die zu Anfang alle dieselbe Geschwindig- 
keit d hatten, während weiterhin auf jeden eine Kraft Jp von 
gleicher Größe und Richtung einwirkt. Da gleiche Ursachen 
gleiche Wirkungen haben, muß auch in jedem folgenden Augen- 
blicke H bei allen gleich sein; alle legen daher gleiche und 
parallele Bahnen zurück und die ganze Konfiguration ändert 
sich nicht. Wir können uns ferner vorstellen, daß ein Ko- 
ordinatensystem die Translationsbewegung mit derselben Ge- 
schwindigkeit H mitmacht. Dann sind alle Punkte relativ zu 
diesem Koordinatensysteme in Ruhe. Sollte nun unter diesen 
Punkten einer sich befinden, an dem außer der allen gemein- 
samen Kraft ^ noch eine andere Kraft ^' angreift, so be- 
wegt er sich nun anders als die übrigen, d. h. er führt außer 
der gemeinsamen Bewegung auch noch eine Bewegung relativ 
2u dem Koordinatensysteme aus. Das Prinzip der Unab- 
hängigkeit der Bewegungen voneinander sagt nun aus, daß 
die Relativbewegung im vorhergehenden Falle genau so er- 
folgt, als wenn das Koordinatensystem selbst ruhte imd ^' die 
einzige Kraft wäre, die an dem Punkte angriffe. Mit andern 
Worten: ein Beobachter, der die Bewegung des Koordinaten- 
systems mitmachte, würde auf die Kraft ^ gar nicht zu achten 
brauchen und die Bewegung des Punktes, die er wahrnimmt, 
ausschließlich auf die Wirkung der Kraft ^' zurückführen 
können. Ausdrücklich betont möge aber noch einmal werden, 
daß die Bewegung des Koordinatensystems nur in einer Trans- 
lation bestehen darf, wenn die vorausgehenden Betrachtungen 
anwendbar sein sollen. 

Dieses Prinzip der Unabhängigkeit — auch Superpositions- 
prinzip genannt — kann nicht mathematisch bewiesen, es kann 
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durch die vorhergehenden Erörterungen nur wahrscheinlich ge- 
macht werden, weil wir dadurch auf Erfahrungen hingewiesen 
werden, die uns geläufig sind (wie die von der Fallbewegung 
im Eisenbahnwagen). Nach allen Erfahrungen, die jemals dar- 
aufhin geprüft wurden, hat es sich aber stets als streng gültig 
bewiesen. Wir besitzen daher in diesem Prinzipe einen über- 
aus einfachen und bequem anwendbaren Satz, der einen sehr 
reichen Erfahrungsschatz zusammenfaßt und wir sind den vor- 
ausgegangenen Geschlechtem für wenige wissenschaftliche Über- 
lieferungen zu soviel Dank verbunden, als für diesen dem Ge- 
ßchehen in der Außenwelt abgelauschten Satz. 

Den ersten Urheber des Satzes vermag man nicht anzu- 
geben. Vermutungen dieser Art dürften wohl schon in sehr 
frühen Zeiten bestanden haben; aber erst ganz allmählich ge- 
wannen sie an Sicherheit und Bestimmtheit. Der Satz vom 
Parallelogramm der Kräfte ist, wie man sofort sehen wird, 
nur eine andere Aussageform des Prinzips der Unabhängigkeit 
und dieser Satz wird gewöhnlich Newton und Varignon, 
die ihn ungefähr gleichzeitig und unabhängig voneinander ge- 
funden haben sollen, zugeschrieben. Nach anderen Angaben 
soll aber der Safez auch schon Galilei in seinen beiden 
Formen geläufig gewesen sein, der ihm nur keine besondere 
Bedeutung beigemessen haben soll. 

Die vorausgehenden Untersuchungen setzen uns jetzt auch 
in den Stand, die schon am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
aufgeworfene Frage zu beantworten, in welchem Zusammen- 
hange die Beschleunigung h mit der Kraft ^ bei der krumm- 
linigen Bewegung des materiellen Punktes steht. Wir wissen 
jetzt, daß die von der Kraft ^ für sich hervorgebrachten Ge- 
schwindigkeiten ganz unabhängig sind von jenen, die schon 
bestanden haben oder die von andern Ursachen herrühren. 

Wir können daher, um in einem gegebenen Augenblicke -jr 

zu berechnen, von dem schon bestehenden H ganz absehen, 
d. h. die Bewegung in das schon vorhandene ti und die durch 
die Wirkung von ^ veranlaßte Änderung der Geschwindigkeit 
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zerlegen. Dieser letzte Anteil der Geschwindigkeit beginnt 
dann von der Ruhe aus, im Sinne der Kraft $P und nach dem 
schon bei der geradlinigen Bewegung dafür festgestellten Ge- 
setze. Für den Zusammenhang zwischen den augenblicklich 
gültigen Werten dieser Größen kann es nämlich nichts aus- 
machen, wenn etwa später ^ die Richtung ändern sollte; für 
die Dauer eines Zeitelementes dt kann die Richtung der Kraft iß 
jedenfalls als konstant angesehen werden. 

Auf Grund dieser Erwägungen erweitert sich die dyna- 
mische Grundgleichung jetzt einfach zu 

^=mi = mf- = mf^. (33) 

Der Unterschied gegen früher besteht nur darin, daß jetzt 
deutsche an die Stelle der lateinischen Buchstaben getreten 
sind. Die dynamische Grundgleichung bleibt demnach in der 
früheren Aussageform ganz allgemein richtig, sobald man bei 
allen in ihr vorkommenden Größen die Richtung beachtet. 

Wirken zwei Kräfte ^^ und ^2 gleichzeitig auf einen 
materiellen Punkt ein, so kann man dessen Bewegung in der 
vorher geschilderten Weise in zwei Anteile g^ und §2 zerlegen, 
wovon der Weg i^ durch jp^ und 83 durch ^2 bedingt ist. 
Man hat dann 

Andererseits ist aber der absolute Weg S = i^^ -f §2 ^^^ 
daher ,2« 

Auch diese Gleichung hat die Form des dynamischen- 
Grundgesetzes und sie zeigt uns, daß die absolute Bewegung 
so vor sich geht, als wenn an dem materiellen Punkte in 
jedem Augenblicke eine Kraft 91 

« = *i + *s (34) 

wirkte. Die Kraft 91 ersetzt die beiden gleichzeitig einwirken- 
den Kräfte ^^ und fPg vollständig und sie wird deren Resul- 
tierende genannt. Gl. (34) spricht daher den Satz vom Parallelo- 
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gramm der Kräfte aus^ denn die Parallelogrammkonstraktion 
wird ja in der Tat nur benutzt ^ um die geometrische Summe 
aus ^1 und ^^ ^^ bilden. An Stelle des Parallelogramms 
genügt auch ein Dreieck^ das aus den Seiten ^^^ ^^ ^^^ ^ ^^~ 
sammengesetzt ist. 

Diese Betrachtung bleibt ohne weiteres gültig, wenn auch 
mehr als zwei Kräfte iß an dem materiellen Punkte angreifen. 
Die Resultierende wird in jedem Falle durch die geometrische 
Summierung gefunden. Indem wir das Zeichen U, falls es vor 
einer Vektorgröße steht, als Zeichen für die geometrische 
Summe auffassen, haben wir für die Resultierende 8t aus 
beliebig vielen Kräften, die alle an demselben materiellen 
Punkte wirken, 

« = 2;ip (35) 

und diese Gleichung zeigt uns an, daß 81 die letzte Seite in 
einem Vielecke ist, dessen übrige Seiten aus den ^ gebildet 
werden. Wenn man den Umfang dieses Vielecks im Sinne des 
Pfeiles von einer der Kräfte ^ 
durchläuft, gehen die Pfeile von 
allen ^ im Umlaufssinne; der 
Pfeil von 8t ist aber entgegen- 
gesetzt dem Umlaufssinne ge- 
richtet (Abb. 3). 

Es kann auch sein, daß 
sich die Wirkungen aller Kräfte 
^, die an einem materiellen 
Punkte angreifen, gerade aufheben. Der Punkt bleibt dann in 
Ruhe, wenn er vorher in Ruhe war, oder er behält die Ge- 
schwindigkeit, die er besaß, unverändert nach Größe und 
Richtung bei. Für diesen Gleichgewichtsfall bildet die 
Gleichung 

die notwendige und hinreichende Bedingung. 

Alle diese Vektorgleichungen können auch wieder in ihre 
Komponenten nach den Koordinatenachsen zerlegt werden. Da 
gleiche und gleichgerichtete Strecken gleiche Proiektionen auf 
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irgend eine Ebene oder irgend eine Axe ergeben, kann man 
stets auf einfachste Art zu den Komponentengleichungen über- 
gehen, sobald die Vektorgleichungen bekannt sind. So zerfällt 
Gl. (33), wenn man nur die darin zuletzt angegebene Form 
in Berücksichtigung zieht, in 

p __ d^x p _ d^y p _ d*z^ 

wobei Pi,P2,P8 die drei rechtwinkligen Komponenten von ^ 
sind. Ebenso wird aus 61. (35) 

U.S. f. Man sieht auch leicht ein, daß zwischen den Parallel- 
projektionen W von 91 und ^' von den Kräften ^ auf irgend 
eine Ebene die aus 61. (35) hervorgehende 61eichung 

r = uw (37) 

und ebenso für den 61eichgewichtsfall die Bedingungsgleichung 

U^' = (38) 

besteht. Dies folgt nämlich daraus, daß sich jedes geschlossene 
Polygon wieder als ein geschlossenes Polygon projiziert und 
daß in diesem die Seiten unmittelbar die Kräfteprojektionen 
^' bezw. 81' darstellen. 

§ 13. Der schiefe Wurf. 

Wenn ein Stein in einer Richtung, die den Winkel a 
mit der Horizontalen bildet, mit der 6esch windigkeit ö^ ab- 
geworfen wird, beschreibt er, wenn auf den Luftwiderstand 
keine Rücksicht genommen wird, eine gleichförmig beschleu- 
nigte Bewegung im allgemeineren Sinne des Wortes. Die 
einzige Kraft, die während des Fluges auf ihn wirkt, ist sein 
6ewicht, und dieses bleibt nach 6röße und Richtung ungeändert. 
Auch die Beschleunigung bleibt daher konstant und diese sei 
hier, um auch die Richtung zum Ausdrucke zu bringen, mit g 
bezeichnet. Man hat daher die 61eichung 

dt» 
di-i> 
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aus der, da g konstant ist, durch Integration folgt 

tt =- tio + B^- 

Hier ist Hq die Integrationskonstante und zwar, wie aus der 
Gleichung folgt, wenn man ^ = setzt, die Anfangsgeschwindig- 
keit. Schreibt man diese Gleichung in der Form 

so folgt durch abermalige Integration 

oder, wenn man die Radienvektoren S vom Anfangspunkte der 
Flugbahn aus rechnet, 

Diese Gleichung bildet zugleich die Gleichung der Flugbahn. 
Aus Abb. 4 kann sie übrigens unmittelbar abgelesen werden. 
Da man aber in der analy- ^ 
tischen Geometrie die Eigen- 
schaften der Kurven nach der 
Koordinatenmethode zu unter- 
suchen pflegt, ist es besser, 
wenn wir die Gleichung in 
ihre Kompenentengleichungen 
zerlegen. Zunächst beachten 
wir, daß jedes § in der durch 
die Richtungen von Hq und g 
gelegten lotrechten Ebene ent- 
halten ist; die Bahn ist also eine ebene Kurve. Legen wir 
eine a; -Achse in horizontaler und eine ^ -Achse in lotrechter 
Richtung nach oben durch den Anfangspunkt der Flugbahn, 
so erhalten wir aus der vorigen Gleichung durch Projizieren 
auf diese beide Achsen 

X = Vq cos a • r; y = v^sin a - t — -^-' 

Unter v^ ist hier der Absolutbetrag von ö^ zu verstehen. Die 
erste dieser Gleichungen lösen wir nach t auf und setzen den 
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Abb. 4. 
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gefundenen Wert in die zweite Gleichung ein. Dann wird 

y ist also eine Funktion zweiten Grades von x und die Bahn 
ist eine Parabel mit senkrechter Achse. 

Die Wurfweite w finden wir hieraus, wenn angenommen 
wird, daß Anfang und Ende der Flugbahn gleich hoch liegen, 
indem wir y = setzen und die Gleichung nach x auflösen. 
Die eine Lösung a; = liefert den Anfangspunkt der Flug- 
bahn, die andere die Abscisse des Endpunktes, d. h. die Wurf- 
weite IV, Man erhält 

2t7ft*8ina cos a vJ %m2(x. 

w = — = — 

9 9 

Die größte Wurfweite bei gegebenem Vq erhält man für a = 45® 

oder nach dem gebräuchlichen Bogenmaß der Winkel für 

a=— , denn sin 2a nimmt dabei den größten Wert an, den 

ein Sinus erlangen kann. Wir haben also 



9 

Auch andere Fragen, wie jene nach der Höhe des Scheitels 
der Flugbahn oder nach der Wurfweite bei geneigter Boden- 
oberfläche U.S. f. lassen sich mit Hilfe der aufgestellten Glei- 
chungen leicht beantworten. 

Wenn beim schiefen Wurfe auf den Luftwiderstand Eücksicht 
genommen werden muß, geht die Wurfparabel in die ballistische 
Kurve über. Die Untersuchung gestaltet sich hier im allgemeinen 
ähnlich wie jene in § 8. Die Integration der Gleichung macht 
aber hier mehr Schwierigkeiten. Ich verzichte darauf, diese Eech- 
nung hier wiederzugeben, da kein neuer Gesichtspunkt für die 
Mechanik daraus gewonnen wird und weü ich auch bei den Stu- 
dierenden des zweiten Semesters noch nicht voraussetzen kann, daß 
sie den mathematischen Entwicklungen, die dabei in Betracht 
kommen, zu folgen vermögen. Wer später im praktischen Leben 
als Ingenieur einer Kanonenfabrik oder als Artillerieoffizier Kenntnis 
von den Eigenschaften der ballistischen Kurve haben muß, wird 
die Ballistik, die sich als besonderer Zweig der technischen Mecha- 
nik ausgebildet hat, ohnehin zum Gegenstande eines eingehenden 
Studiums machen müssen. In einer allgemeinen Vorlesung über 
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technische Mechanik kann auf die ausführliche Erörterung solcher 
Spezialfragen nicht eingegangen werden; es muB hier' genügen, 
wenn der Studierende so weit geführt wird, daß er sich später 
ohne Schwierigkeit in das Studium dieser Spezialfragen vertiefen 
kann. 



§ 14. Zentripetal- und Zentrifagalkraft. 

Ein materieller Punkt möge sich in einem Kreise vom 
Halbmesser r mit einer dem absoluten Werte nach konstanten 
Geschwindigkeit v bewegen. Nach dem Trägheitsgesetze wissen 
wir, daß dann eine Kraft ^ an ihm wirken muß, die die 
Richtungsänderung der Geschwindigkeit verursacht, und die 
dynamische Grundgleichimg gestattet uns, Größe und Richtung 
dieser Kraft ^ sofort zu berechnen. Sollten gleichzeitig 
mehrere Kräfte an dem materiellen Punkte angreifen, so ist 
unter tp deren Resultierende zu verstehen. 

Wir setzen 

ll = i;'lii, (39) 

wo jetzt Hl ein Richtungsfaktor ist, so wie früher die i, j, f. 
Der Richtungsfaktor ö^ ist aber hier mit der Zeit veränder- 
lich, während v konstant ist. Nach der dynamischen Grund- 
gleichung ist 

Wir führen für H den Wert aus Gl. (39) ein und nehmen 
daran die Differentiation nach der Zeit t vor. Da der Faktor v 
konstant ist, erhalten wir 

= V — ^• 
dt dt 

Wir müssen uns jetzt nach der geometrischen Bedeutung 

des DiflFerentialquotienten , * fragen. Dazu beachten wir, daß 

dt^i die Änderung ist, die öj in dt erfährt. Bezeichnen wir 
also die Werte von di zu Anfang und zu Ende von dt mit H^ 
und mit H^', so ist 

^i = tii + dt^i. 

Eöppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 5 
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Nun ist aber H^' wiederum ein bloßer Richtungsfakto^ 
vom Werte Eins, gerade so wie ttj. Wenn wir alle Richtungs- 
faktoren der Geschwindigkeit, die überhaupt während der Be- 
wegung vorkommen, von einem Anfangspunkte aus abtragen^ 

so bilden sie die Radien eines 
Kreises. In Abb. 5 sind wenig- 
stens die beiden in dt aufeinander- 
folgenden Richtungsfaktoren H^ 
und Öl eingetragen und ebenso 
die dritte Seite des Dreiecks, die nach dem Begriffe der geo- 
metrischen Summe dbi darstellt. Diese Seite ist unendlich 
klein zu denken und sie kann auch als ein Bogenelement des 
vorher erwähnten Kreises aufgefaßt werden. Da der Halb- 
messer eines Kreises überall senkrecht zum Umfange steht, 
erkennen wir zunächst, daß dt^^ senkrecht zu öj gerichtet ist. 
In dem Kreise, den der bewegte Punkt beschreibt, und der mit 
dem Kreise, von dem jetzt die Rede war, nicht verwechselt 
werden darf, fällt demnach d\ in die Richtung des Radius, 
und zwar ist es mit dem Pfeile nach dem Mittelpunkte hin 
gerichtet. Es bleibt nur noch übrig, den numerischen Wert 
von dUi festzustellen. Dieser sei mit (dt^^) bezeichnet Wir 
erhalten ihn nach Abb. 5 als Wert des Bogens, der zum 
Zentriwinkel d(p beim Radius Eins gehört, also 

(eZtii) = dq). 

Unter dtp ist hier zugleich der Winkel zu verstehen, den die 
beiden in dt aufeinander folgenden Tangenten des Bahnkreises 
miteinander bilden, oder auch der Winkel zwischen den zu- 
gehörigen Halbmessern des Bahnkreises. Bezeichnen wir also 
die Länge des von dem materiellen Punkte in dt zurück- 
gelegten Weges mit ds, so ist 

7 ds 

und da ds = vdt gesetzt werden kann. 
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Demnach wird 



( 



^^--, (40) 



ßt) r 

wobei auch hier wieder das Einschließen in eine Klammer 
darauf hinweisen soll, daß nur nach der absoluten Grröße und 
nicht nach der Richtung der Beschleunigung gefragt wird. 
Durch Einsetzen der Beschleunigung in die dynamische Grund- 
gleichung erhalten wir die Größe der Kraft ^ und zugleich 
auch deren Richtung, die mit jeuer von JH oder d)^^ zusammen- 
fällt. Die Kraft, die an dem materiellen Punkte wirken muß, 
um • diesen auf der kreisförmigen Bahn mit konstanter Ge- 
schwindigkeit herumzuführen, ist hiernach stets nach dem Mittel- 
punkte hin gerichtet, und sie wird aus diesem Grunde die 
Zentripetalkraft der betrachteten Bewegung genannt. Es 
ist üblich, ihre Größe mit dem Buchstaben C zu bezeichnen. 
Durch Einsetzen von Gl. (40) in die dynamische Grundgleichung 
erhalten wir dafür 

C=^^==9f. (41) 

wenn die Masse m mit Hilfe des Gewichtes Q und der Fall- 
beschleunigung g ausgedrückt wird. 

Die zu Anfang des Paragraphen gestellte Aufgabe ist 
damit vollständig gelöst. Es ist aber leicht möglich, die 
ganze Betrachtung nachträglich auch noch auf jede beliebige 
krummlinige Bewegung auszudehnen. Auch dazu gehen wir 
wieder von Gl. (39) aus. Jetzt ist aber auch der Faktor v 
als veränderlich anzusehen. Für die Ausführung der Differen- 
tiation von v1^^ gilt die gewöhnliche Differentiationsregel für 
Produkte, also 

dt "^ dt '^^^'di' 
und hiermit wird 

^ = mi,^jJ+mö,J-. (42) 

Wir erkennen daraus, daß die an dem beliebig bewegten mate- 
riellen Punkte wirkende Kraft in jedem Augenblicke als eine 
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geometrische Summe von zwei Kräften aufgefaßt werden kann. 
Das erste Glied dieser Summe ist die vorher ausschließlich in 
Betracht gezogene Zentripetalkraft, für die wir die voraus- 
gehenden Entwickelungen ohne weitere Änderung in Anspruch 
nehmen können, wenn wir nur unter r jetzt den Krümmungs- 
halbmesser der Bahn verstehen und darauf achten, daß die 
Zentripetalkraft in der Schmiegungsebene der Bahn enthalten 
und nach dem Krümmungsmittelpunkte hin gerichtet ist. Das 
zweite Glied der Summe ist mit dem Richtungsfaktor ti^ be- 
haftet; es gibt also eine Kraft an, die in der Richtung der 
Tangente an die Bahnkurve geht. Die Größe dieser Tangential- 

komponente von ^ ist gleich *w jt , d. h. genau so groß, wie 

die ganze Kraft sein müßte, wenn der materielle Punkt eine 
geradlinige Bahn mit der veränderlichen Geschwindigkeit v 
durchlaufen sollte. 

Wir gelangen hiernach zu einer deutlichen und anschau- 
lichen Darstellung des ganzen Vorganges bei der krummlinigen 
Bewegung, wenn wir die an dem bewegten materiellen Punkte 
angreifende Kraft in jedem Augenblicke in zwei Komponenten 
zerlegen, von denen eine in die Richtung der Bewegung fällt, 
während die andere zu ihr senkrecht steht. Die Tangential- 
komponente bedingt den Zuwachs des Absolutwerts der Ge- 
schwindigkeit ohne Rücksicht auf die Bahnkrümmung, während 
die Normalkomponente ohne Einfluß auf die Größe der Ge- 
schwindigkeit ist und nur die Richtungsänderung bewirkt. 

Die Lehre von der Zentripetalkraft ist mit diesen Be- 
trachtungen erschöpft. Im Zusammenhange mit ihr steht aber 
noch der Begriff der Zentrifugalkraft, der noch eine genauere 
Erwägung erfordert. Kaum eine andere Betrachtung aus den 
Elementen der Mechanik hat nämlich schon zu so vielen Un- 
klarheiten und falschen Deutungen Veranlassung gegeben, als 
die Einführung des Hilfsbegriffes der Zentrifugalkraft. Dies 
ist vorwiegend darauf zurückzuführen, daß von diesem Begriffe 
zu zwei verschiedenen Zwecken Gebrauch gemacht wird, ohne 
daß diese stets richtig auseinandergehalten würden. 
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Es wird für das Verständnis am besten sein, wenn ich 
dies an einem leicht faßlichen Beispiele näher erkläre. Dazu 
betrachte ich einen Eisenbahnwagen, der eine Kurve durch- 
läuft, also etwa den letzten Wagen eines Eisenbahnzuges. 
Durch den Zughaken wird auf ihn eine Tangentialkraft über- 
tragen, die so groß bemessen sein möge, daß sie gerade die 
verschiedenen Bewegungswiderstände überwindet. Der Wagen 
wird dann die Kurve mit einer der Größe nach konstanten 
Geschwindigkeit durchlaufen. Um die Richtungsänderung der 
Geschwindigkeit zu bewirken, muß aber außerdem noch eine 
Normalkraft auf ihn übertragen werden. Diese kennen wir 
schon unter dem Namen der Zentripetalkraft, und ihrer Be- 
rechnung nach Gl. (41) steht im gegebenen Falle nichts im 
Wege. Sie kann nur durch die Schienen auf den Wagen 
übertragen werden, da diese es sind, die dem Wagen die 
krummlinige Bewegung vorschreiben. 

Bis dahin hat man gar keine Veranlassung, neben der 
Zentripetalkraft von einer Zentrifugalkraft zu reden. Man 
kann nun aber, nachdem man das Verhalten des Eisenbahn- 
wagens untersucht hat, dazu übergehen, das Verhalten des 
Gleises zu betrachten. Nach dem erst später, bei der Unter- 
suchung der Punkthaufen , näher zu erörternden Gesetze von 
der Wechselwirkung, das aber für den Augenblick bereits als 
im allgemeinen bekannt vorausgesetzt werden darf, ist die von 
dem Wagen auf das Gleis übertragene Kraft gleich groß und 
entgegengesetzt gerichtet mit der vom Gleise auf den Wagen 
übertragenen. So kommen wir zu der am Gleise angreifenden 
„Zentrifugalkraft", deren Größe ebenfalls durch Gl. (41) an- 
gegeben wird, deren Richtung aber jetzt vom Krümmungs- 
mittelpunkte abgewendet ist. 

Das ist die eine Bedeutung, in der das Wort Zentrifugal- 
kraft gebraucht wird. Es bedeutet hier eiue Kraft im ge- 
wöhnlichen Sinne des Wortes, die nur an einem anderen 
Körper wirkt, als an dem, der die kreisförmige Bewegung aus- 
führt und den wir ursprünglich ius Auge faßten. Irgend ein 
Mißverständnis ist auch bis jetzt noch nicht möglich. 
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Nun ist aber auch noch ein völlig verschiedener Gebrauch 
der Bezeichnung Zentrifugalkraft üblich. Die einfachsten Auf- 
gaben der Mechanik sind nämlich jene, die sich auf das Gleich- 
gewicht von Kräften an einem materiellen Punkte beziehen. 
Wo es angeht, sucht man verwickeitere Fälle auf diesen ein- 
fachsten Fall zurückzuführen. An dem Eisenbahnwagen, den 
wir betrachteten, können alle Kräfte, die an ihm wirken, nicht 
im Gleichgewichte miteinander stehen, sondern wir wissen 
schon, daß sie eine Resultierende ergeben müssen, die die 
Richtungsänderung der Bewegung hervorruft. Trotzdem er- 
scheint es aber erwünscht, die Aufgabe auf ein Gleichgewichts- 
problem zurückzuführen. Das kann natürlich nur willkürlich 
oder, wenn man will, gewaltsam geschehen, indem man sich 
noch eine Kraft hinzudenkt, die in Wirklichkeit gar nicht 
vorhanden ist. Man braucht vor diesem Kunstgriffe nicht 
zurückzuschrecken, wenn man sich nur klar darüber bleibt, 
daß man damit zur Vereinfachung der Untersuchung eine Kraft 
fingiert, der in der Wirklichkeit nichts entspricht. Wie man 
diese fingierte Kraft zu wählen hat, um den tatsächlich vor- 
liegenden Fall auf einen ihm verwandten Gleichgewichtsfall 
zurückzuführen, ist leicht einzusehen: sie muß die Resul- 
tierende aller übrigen Kräfte, also die Zentripetalkraft, gerade 
aufheben, also gleich groß und entgegengesetzt gerichtet mit 
ihr sein. 

Damit kommen wir auf die Zentrifugalkraft in der zweiten 
Bedeutung des Wortes. Der Größe und Richtung nach stimmt 
sie überein mit der vorher mit diesem Worte bezeichneten 
Kraft. Sonst ist aber der Unterschied sehr erheblich; während 
die Zentrifugalkraft in der ersten Bedeutung physikalisch 
existiert und z. B. durch die elastischen Formänderungen, die 
sie an den Schienen hervorruft, nachgewiesen werden kann, 
ist die Zentrifugalkraft im zweiten Sinne des Wortes eine 
willkürlich eingeführte Rechnungsgröße, die außerdem an 
einem ganz anderen Körper angreifend gedacht wird, 
als jene. Es ist nun auch klar, daß man zu argen Fehlern 
verleitet werden kann, wenn man diese bloß erdichtete Kraft 
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des gleichen Namens wegen mit der tatsächlich vorhandenen 
verwechselt.*) 

Der KunstgriflF, der uns zur Einführung der „fingierten" 
Zentrifugalkraft, wie ich sie zur Unterscheidung von der real 
existierenden heißen will, brachte, wird in der Mechanik sehr 
häufig angewendet. In seiner vollen Ausgestaltung ist er unter 
dem Namen des d'Alembert sehen Prinzips bekannt. Mit 
diesem werde ich mich erst im vierten Bande dieser Vorlesungen 
ausführlicher beschäftigen; schon jetzt sollte aber erwähnt 
werden, daß die fingierte Zentrifugalkraft keineswegs eine Aus- 
nahmestellung in der Mechanik einnimmt, sondern daß sie nur 
eine von den vielen fingierten Kräften ist, durch die man Auf- 
gaben der Dynamik auf solche der Statik zurückzuführen sucht. 

Es wird nützlich sein, wenn ich an diese Erörterungen 
sofort noch eine einfache Rechnung anschließe, die in einem 
Lehrbuche der technischen Mechanik ohnehin vorgetragen 
werden muß und aus der zugleich hervorgeht, daß die Ein- 
führung der fingierten Zentrifugalkraft, wenn sie auch ganz 
gut vermieden werden könnte, doch zur bequemeren Durch- 
führung der Betrachtung recht wohl geeignet ist. 

In einem gekrümmten Eisenbahngleise pflegt man be- 
kanntlich die äußere Schiene gegenüber der inneren etwas zu 
überhöhen. Würde man dies unterlassen, so müßten sich die 
Radflantschen an die äußeren Schienen anlegen, um die Über- 
tragung der Zentripetalkraft von den Schienen auf den Wagen 
zu vermitteln. Dann wäre aber an dieser Stelle zugleich eine 
Reibung zwischen Radflantsch und Schiene zu überwinden, die 
man nicht nur, um an Zugkraft zu sparen, sondern auch der 
Abnützung wegen, die damit verbunden wäre, zu vermeiden 
sucht. Bei passend gewählter Überhöhung der äußeren Schiene 



*) Freilich hat selbst diese ausführliche Auseinandersetzung nicht 
verhüten können, daß einer meiner Bjritiker doch wieder in den alten 
Fehler verfallen ist. Er meinte, daß die „fingierte'' Zentrifugalkraft 
nach meinen eigenen Ausführungen mit der „physikalisch existierenden" 
identisch sei, hat aber damit nur bewiesen, daß er diese Ausführungen 
nicht genügend beachtet hat. 
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kann man erreichen, daß ein jbut Verbindungslinie AB beider 
Schienen (Abb. 6) normal stehender Raddruck eine horizontale 
Kotnponente liefert, die schon gerade den Wort der Zentripetal- 
kraft hat. Dann ist ein An- 
legen des Radflantsches ebenso- 
wenig an die äußere, als an 
die innere Schiene zu erwarten. 
Freilich kann die Überhöhung 
nur so bemessen werden, daß 
dies für irgend eine bestimmte 
Fahrgeschwindigkeit zutrifft ; 
bei größeren Geschwindigkeiten 
legen sich die Räder seitlich 
an die äußere, bei kleineren 
Geschwindigkeiten an die innere Schiene an. 

Bezeichnen wir die Geschwindigkeit, die wir der Berech- 
nung der Überhöhung zu Grunde legen wollen, mit v, das 
Wagengewicht mit Q und den Krümmungshalbmesser des 
Gleises mit r, so können wir uns an dem Wagen eine fingierte 
Zentrifugalkraft 




Abb. 6. 



C = 



9 r 



angebracht denken. Dann muß C mit allen wirklich an dem 
Wagen angreifenden Kräften im Gleichgewichte stehen. Diese 
Kräfte sind das Wagengewicht Q und der Druck der Schienen 
auf die Räder. Damit der Raddruck senkrecht zu AB stehe, 
muß dies auch von der Resultierenden aus C und Q zutreffen. 
Man hat daher (vgl. Abb. 6) 

C^Qtga, 

woraus in Verbindung mit der vorausgehenden Gleichung 

tff« = — 

^ gr 

folgt. Andererseits ist auch iga = h : s, wenn h die Schienen- 
überhöhung und s die Spurweite bedeuten, und damit erhält 
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man schließlich 

h = 

So wird z. B. für s = 1,435 m, r = 200 m und «; = 15 m/sec 
die Schienenüberhöhung 

226 j • 1,435 m 

k !?? _ = 0,164 m. 

9,81 i . 200 m 

Man sieht daraus zugleich, daß die Formel für h homogen 
in den Dimensionen ist. 

§ 15. Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten. 

Die schon in § 9 gegebene Definition der Arbeit einer 
Kraft soll jetzt für den Fall erweitert werden, daß die Be- 
wegung des materiellen Punktes anders gerichtet ist, als die 
Kraft. Wenn die Richtungen von ^ und dem Wege 8 irgend 
einen Winkel (p miteinander bilden, wie 

in Abb. 7, wollen wir unter der Arbeit v^^^ 

der Kraft das Produkt ^\^ 

Ps cos (f ^^^\c' 

verstehen. Diese Festsetzung ist in Über- 
einstimmung mit der früheren, wenn wir 

9 = wählen. Wenn der Winkel ein rechter ist, wird die 
Arbeit zu Null; für einen spitzen Winkel wird sie positiv 
und für einen stumpfen negativ. Wenn ^ und S genau ent- 
gegengesetzt gerichtet sind, wird die Arbeit negativ und dem 
Absolutwerte nach ebenso groß als bei übereinstimmenden 
Richtungen. Um Pscosg? zu erhalten, können wir entweder 
$P auf i projizieren und die Projektion mit der Weglänge s 
multiplizieren oder umgekehrt die Projektion des Weges auf 
die Kraftrichtüng mit der Kraft multiplizieren. Wir wollen 
dieser Vorschrift für die Berechnung der Arbeit der Kraft 
noch einen etwas anderen Ausdruck geben. Die Kraft ^ 
können wir uns nach dem Parallelogrammgesetze in zwei 
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Komponenten gespaltet denken, von denen die eine in die 
Richtung des Weges j^ fällt, während die andere senkrecht zu 
ihr steht. Die eine wollen wir die innere, die andere die 
äußere Komponente von ^ nennen. Wir können dann sagen, 
daß unter der Arbeit einer Kraft das Produkt aus dem Wege 
und der inneren Komponente der Kraft zu verstehen ist. 
Ebenso können wir aber auch umgekehrt den Weg ^ in zwei 
Komponenten zerlegen, von denen eine in die Richtung der 
Kraft fällt und eine senkrecht zu ihr steht, und wir erhalten 
dann die Arbeit auch als das Produkt aus der ganzen Kraft 
und der inneren Komponente des Wegs. 

In der Mechanik und in der theoretischen Physik sieht 
man sich sehr häufig veranlaßt, aus zwei gerichteten Größen 
ein Produkt auf diese Art zu bilden. Es ist daher zweck- 
mäßig, eine besondere Bezeichnung dafür einzuführen. Wir 
nennen es ein geometrisches Produkt und zwar zur Unter- 
scheidung von einem anderen geometrischen Produkte, das wir 
im nächsten Paragraphen kennen lernen werden, das innere 
geometrische Produkt der Vektoren ^ und 8, aus denen 
es gebildet wird. Wir schreiben es, wie ein Produkt der 
Algebra, einfach ^8, oder auch gtp, da es, wie wir sahen, 
gleichgültig ist, welche der gerichteten Größen wir auf die 
andere projizieren. Die Gleichung 

wiederholt nur nochmals die schon für das innere Produkt 
gegebene Definition. 

Wenn der Weg des materiellen Punktes krummlinig ist, 
wobei auch die Kraft ^ der Größe und Richtung nach ver- 
änderlich sein kann, denken wir ihn uns, um die Arbeit der 
Kraft ^ zu ermitteln, in unendlich kleine Elemente d^ zer- 
legt, für jedes Element das innere Produkt ^rfH gebildet und 
nachher alle diese „Elementararbeiten" algebraisch summiert. 
Diese Festsetzung ist ebenso wie die vorige ganz willkürlich; 
sie dient nur dazu, die Bedeutung anzugeben, die wir mit der 
Bezeichnung „Arbeit einer Kraft" verbinden. Im allgemeinsten 
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Falle ist darunter stets das „Linienintegral'' der Kraft 

2u verstehen, durch das die zuvor erwähnte Summierui^ zum 
Ausdrucke gebracht wird. 

Der früher für den Fall der geradlinigen Bewegung be- 
wiesene Satz von der lebendigen Kraft wird durch die er- 
weiterte Bedeutung, die wir jetzt dem Begriffe der Arbeit 
gegeben haben, nicht ungültig. Wir haben nämlich nach dem 
dynamischen Grundgesetze 

nnd nach dem Begriffe der Geschwindigkeit H 

d» = t^dt. 
Für das innere Produkt ^di finden wir daher 

Hier muß auch ti mit dö auf innere Art multipliziert werden. 
Projizieren wir aber dH auf H, so erhalten wir die Änderung 
dv des Absolutbetrages v von ti während des Zeitelementes; 
also auch 

^rfg = mvdv == d I'^^y) ? 
und wenn wir hieraus die Summe für alle Wegeelemente bilden, 



mv^ mv, * 



f^di = 7" - '"1^-., (43) 

•d. h. die Arbeit der Kraft ip, die allein an einem materiellen 
Punkte angreift, ist gleich dem Zuwachse, den die lebendige 
Kraft erfährt. So ist z. B. die Arbeit der Zentripetalkraft 
immer gleich Null, weil diese in jedem Augenblicke senkrecht 
zur Bewegungsrichtung steht und die lebendige Kraft erfährt 
durch sie keine Änderung, weil es bei der lebendigen Kraft 
nicht auf die Richtung, sondern nur auf die Größe der Ge- 
schwindigkeit ankommt. 

Wir wollen jetzt femer annehmen, daß mehrere Kräfte 
^i>^2?^8?-- ^° einem materiellen Punkte angreifen, deren 
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Resultierende 

sei. Außer den besonders namhaft gemachten Kräften ^ können 
zugleich noch andere O^jCaU. s. f. an dem materiellen Punkte 
wirken, um die wir uns aber jetzt nicht kümmern wollen. 
Wir wollen außerdem annehmen, daß sich der materielle Punkt 
um irgend eine Strecke 8 verschiebe. Dabei ist wohl zu be- 
achten, daß die Verschiebung i nicht durch die von uns be- 
trachteten Kräfte ^ hervorgebracht zu sein braucht; wir können 
vielmehr durch geeignete Anbringung der übrigen Kräfte O 
bewirken, daß sich der materielle Punkt in irgend einer be- 
liebigen Richtung verschiebt. Man nennt deshalb die Ver- 
schiebung eine „virtuelle", womit nur gesagt sein soll, daß 
sie an sich möglich ist. Um die Arbeit der Kraft ^^ während 
dieser virtuellen Verschiebung zu berechnen, projizieren wir ^^ 
auf den Weg i und bilden so das innere Produkt ^^8, und 
ebenso verfahren wir mit den anderen Kräften ^ und mit 
ihrer Resultierenden W. 

Wir sahen aber schon in § 12, daß zwischen den Pro- 
jektionen der Kräfte auf irgend eine Gerade die Beziehung 

R' = 2JP' 

gilt. Multiplizieren wir diese Gleichung mit 5, so wird auch 

R's - UP's 
oder, mit Rücksicht auf die Bedeutung des inneren Produkts,. 

JR8 = 2:fpg, (44) 

d. h. in Worten: Bei jeder Verschiebung, die wir mit dem 
materiellen Punkte vornehmen mögen oder die wir uns auch 
nur vorgenommen denken können, ist die Ai'beit der Resul- 
tierenden gleich der algebraischen Summe der Arbeiten der 
Komponenten. Für den besonderen Fall, daß sich die Kräfte 
^ im Gleichgewichte halten, wird 81 zu Null und Gl. (44) geht 
über in 

2;qfg = o. (45) 

Die algebraische Summe der Arbeiten von Kräften,, 
die sich an einem materiellen Punkte im Gleich- 
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gewichte halten, ist demnach für jede virtuelle Ver- 
schiebung gleich Null. 

Die Gleichungen (44) und (45) sprechen das Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten aus. Dieser Satz wird ein „Prinzip" 
also ein grundlegender Satz genannt, obschon er bei unserer 
Darstellung nur eine einfache mathematische Folgerung aus 
dem Satze vom Kräfteparallelogramme bildet. Die Bezeichnung 
stammt daher, daß man ihn in der Tat hypothetisch zum 
Ausgangspunkte bei der Aufrichtung des Lehrgebäudes der 
Mechanik wählen kann und ihn oft dazu gewählt hat. Geht 
man so vor, dann erscheint der Satz vom Kräfteparallelogramme 
oder das Prinzip der Unabhängigkeit der verschiedenen Be- 
wegungen voneinander als eine aus dem Prinzipe der virtuellen 
Geschwindigkeiten abgeleitete Folgerung. 

An Stelle von virtuellen „Geschwindigkeiten" würde man 
besser von virtuellen „Verschiebungen" sprechen; der Name 
hat sich aber nun einmal in dieser Form seit mehr als einem 
Jahrhunderte eingebürgert und er soll daher beibehalten werden. 

Analytisch betrachtet geht Gl. (44) aus 9t = 2J^ dadurch 
hervor, daß hierin jedes Glied mit der beliebigen Strecke % 
auf innere Art multipliziert wird. Man kann daher das Prinzip 
der virtuellen Geschwindigkeiten auch als einen Satz über das 
Rechnen mit gerichteten Größen auffassen, der dann freilich 
noch allgemeiner gültig ist, als jenes Prinzip. Offenbar bleibt 
nämlich die für Gl. (44) gegebene Ableitung ohne jede Ände- 
rung anwendbar, falls nur überhaupt die fp gerichtete Größen 
sind, deren geometrische Summe 91 ist. In der Tat werden 
wir später manchmal Gelegenheit haben, Gl. (44) auch auf 
solche Fälle anzuwenden, bei denen die ^ keine Kräfte sind. 
Wir fassen daher Gl. (44) und hiermit zugleich das Prinzip 
der virtuellen Geschwindigkeiten noch in den sich dem Ge- 
dächtnisse leicht einprägenden Wortlaut zusammen: Eine geo* 
metrische Summe wird mit jeder beliebigen gerich- 
teten Größe auf innere Art multipliziert, indem man 
jedes Glied damit multipliziert. 
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§ 16. Momentensatz. 

Auch de^ Satz von den statischen Momenten ist, wie siek 
alsbald zeigen wird, nichts anderes, als ein Multiplikations- 
satz. Außer den inneren Produkten aus Kräften und Strecken, 
die wir im vorigen Paragraphen betrachteten, bildet man näm- 
lich in der Mechanik daraus auch geometrische Produkte auf 
äußere Art. Dazu multiplizieii; man die eine der beiden 
gerichteten Größen mit der zu ihr senkrecht stehenden Kom- 
ponente der anderen. 

In Abb. 8 sei A der AngriflFspunkt der Kraft ^, ein 
beliebig gewählter Anfangspunkt und r der von diesem aus 
nach A gezogene Radiusvektor. Das äußere geometrische Pro- 
dukt aus ^ und r wird das statische Moment der Kraft ^ 

in bezug auf den Punkt genannt; 
außerdem heißt in diesem Zusammen- 
hange der Momeutenpunkt und r 
der Hebelarm. Die letzte Bezeichnung 
wird freilich öfters nur auf die äußere 
(d. h. die zu ^ senkrechte) Kompo- 
nente von t angewendet; ich halte 
es aber für besser, das Wort in dem 
allgemeineren Sinne zu gebrauchen. 
Ein Mißverständnis kann übrigens aus 

Abb. 8. . o 

diesen verschiedenen Bedeutungen des 
Wortes kaum entstehen, da bei der Bildung des statischen 
Momentes in jedem Falle nur die äußere Komponente von r 
in Betracht kommt. 

Wenn ^ nicht eine Kraft, sondern eine Strecke wäre, 
hätte das äußere Produkt aus ^ und r eine sehr einfache 
Bedeutung; es würde nämlich den doppelten Inhalt des Drei- 
ecks angeben, in dem ^ und r als Seiten vorkommen. Denn 
die zu fp äußere Komponente von r wäre nichts anderes, als 
die zur Grundlinie fp gehörige Höhe jenes Dreiecks, und ebenso 
würde man zu dem doppelten Dreiecksinhalte auch gelangen, 
wenn man die Grundlinie r mit der „äußeren" (also zu ihr 
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rechtwinkligen) Komponente von ^ multiplizierte. In Wirk- 
lichkeit ist nun freilich bei den Anwendungen des äußeren 
Produkts in der Mechanik ^ gewöhnlich eine Kraft; obschon 
uns auch andere Fälle gelegentlich vorkammen werden. Das. 
äußere Produkt aus fß und r, also das statische Moment der 
Kraft, kann, dann nicht mehr gleich dem doppelten Flächen- 
inhalte des Dreiecks gesetzt werden, da beide Größen von gan^ 
verschiedenen physikalischen Dimensionen sind. Immerhin kann 
aber unter Zugrundelegung eines passend gewählten Maßstabes 
jede gerichtete Größe durch eine Strecke dargestellt werden, 
und bei den Kräften macht man davon in der Mechanik ganz 
regelmäßig Gebrauch. In demselben Sinne nun wie ^ durch 
eine Strecke, kann auch das äußere Produkt aus ^ und t 
durch eine Fläche, also durch die doppelte Fläche jenes Drei- 
ecks dargestellt werden. Das Dreieck, das ^ zur Grundlinie 
und den Momentenpunkt zur gegenüberliegenden Spitze hat, 
wird daher auch als das Momentendreieck bezeichnet. Wenn 
^ und t gleich gerichtet sind, geht das Momentendreieck in 
eine einzige Linie über, d. h. das Moment einer Kraft ist Null 
für jeden Momentenpunkt, der auf ihrer Richtungslinie ent- 
halten ist. 

Die Größe des Moments ist durch die vorausgehenden 
Bemerkungen schon vollständig festgesetzt. Bezeichnet man 
den Winkel zwischen den von dem Scheitel aus in den Pfeil- 
richtungen abgetragenen Vektoren ^ und r mit q) (Abb. 8), 
so ist die Größe des statischen Moments auch gleich 

Prsia.<p, 

Ein solcher Winkel g) zwischen zwei Richtungen kann 
immer nur zwischen Null und einem gestreckten liegen, da 
die Winkel des dritten und vierten Quadranten, die daneben 
auftreten, nicht in Betracht koinmen. Der Sinus eines Winkels 
zwischen und tc ist aber immer positiv; wenn wir uns also 
bei der Definition des statischen Moments nur an den Aus- 
druck Prsing) halten wollten, wären alle Momente positiv. 
Mit einem derart definierten äußeren Produkte wäre aber in 
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der Mechanik gar nichts anzufangen; wir müssen unsere De- 
finition jedenfalls so einrichten, daß bei entgegengesetztem 
Pfeile von ^ auch das Moment seinen Sinn umkehrt, damit 
sich von zwei Kräften, die sich an einem materiellen Punkte 
Gleichgewicht halten, auch die Momente gegeneinander weg- 
heben. Es ist also nur eine Frage der Zweckmäßigkeit, wenn 
wir den jetzt aufzustellenden Begriff des statischen Moments 
oder des äußeren Produkts noch mit anderen Eigenschaften 
ausstatten. 

So lange man es bei einer Aufgabe nur mit Kräften zu 
tun hat, die alle in einer Ebene enthalten sind und wenn 
man auch den Momentenpunkt nur in dieser Ebene wählt, 
kommt man damit aus, dem statischen Momente außer der 
Größe auch noch ein Vorzeichen zuzuschreiben. Dieses Vor- 
zeichen wird nach dem geometrischen Zusammenhange in der 
Figur, gewöhnlich nach der Uhrsseigerregel bestimmt. Man 
bemerkt z. B. in Abb. 8, daß sich ein Uhrzeiger OÄ, dessen 
Drehpunkt im Momentenpunkte liegt und dessen Richtung 
mit dem Hebelarme r zusammenfällt, unter dem Einflüsse der 
Kraft ^ in demselben Sinne drehen würde, wie in der Uhr 
selbst. Ein solches Moment rechnen wir positiv, bei Um- 
kehrung des Pfeiles von tJJ würde die Kraft den Hebelarm, 
als Uhrzeiger betrachtet, rückwärts zu drehen suchen und das 
Moment wäre negativ zu rechnen. 

Indessen ist leicht einzusehen, daß diese Festsetzung nicht 
nur ganz willkürlich ist — wogegen sich nichts einwenden 
ließe — , sondern daß sie auch noch nicht ausreichend zur 
eindeutigen Bestimmung des Momentenvorzeichens ist. Sobald 
es uns nämlich möglich ist, die Ebene, in der die Kräfte Jp 
enthalten sind, von beiden Seiten her zu betrachten, werden 
wir je nach dem Standpunkte, den wir einnehmen, das Moment 
derselben Kraft nach der Uhrzeigerregel bald als positiv, bald 
als negativ bezeichnen. Man denke sich etwa Abb. 8 auf ein 
Stückchen Pauspapier gezeichnet; von vorn betrachtet hat ^ 
positives Moment für den Momentenpunkt 0, und sobald wir 
das Blättchen umwenden, erscheint dasselbe Moment negativ. 
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Bei den gewöhnlichen einfachen Anwendungen des Mo- 
mentensatzes ist an dieser Unbestimmtheit freilich nicht viel 
gelegen. Es kommt d§ibei nur darauf a^n, einen Gegensatz im 
Momentenvorzeichen zwischen verschieden gerichteten Kräften 
hervorzuheben, wobei es gleichgültig bleibt, welche Richtung 
positiv und welche negativ ist. So lange man also während 
der Durchführung der Rechnung den Standpunkt, von dem 
aus man die Momentenvorzeichen feststellt, nicht wechselt, 
oder sich wenigstens nicht einfallen läßt, die etwa auf ein 
durchsichtiges Blatt gezeichnete Figur im Verlaufe der Rech- 
nung einmal umzuwenden, kann man durch die vorhergehenden 
Festsetzungen nicht irre geführt werden^ Es ist aber klar, 
daß wir uns hier nicht damit begnügen dürfen, den Momenten- 
begriff so zurecht zu schneiden, daß er gerade nur für die ein- 
fachsten Fälle verwendbar ist, sondern daß wir suchen müssen, 
ihm ein möglichst weites Anwendungsgebiet zu sichern. 

Das ist nun in der Tat leicht möglich. Wir brauchen 
nur das statische Moment oder, allgemeiner gesagt, das äußere 
Produkt zweier gerichteter Größen selbst wieder als einen 
Vektor aufzufassen, der senkrecht zu der durch diese beiden 
bestimmten Ebene steht und nach jener Richtung der Nor- 
malen gezogen ist, von der aus gesehen die Aufeinanderfolge 
beider Richtungen entweder mit dem Uhrzeigersinne überein- 
stimmt oder auch ihm entgegengesetzt ist. Diese Festsetzung 
ist wieder ganz willkürlich; sie kann aber ein für alle Mal ge- 
troffen werden und gibt dann niemals wieder zu Zweifeln 
Veranlassung, von welcher Seite her man auch die Figur be- 
trachten mag. 

Wir entscheiden uns dafür, im Falle der Abb. 8 (S. 78) 
das Moment von ^ als eine Strecke abzutragen, die senkrecht 
zur Papierfläche steht und dem Beschauer zugewendet ist. 
Die Größe der Strecke ist so zu wählen, daß sie in einem 
passenden Maßstabe den doppelten Flächeninhalt des Momenten- 
dreiecks oder das Produkt Pr Bin q) darstellt. Wir bezeichnen 
die Strecke als den Momentenvektor. Alle Momenten- 
vektoren von Kräften, die uns im Sinne des Uhrzeigers zu 

Föppl, Einführnng in die Mechanik. 3. Aufl. ß 
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drehen scheinen, sind mit dem Pfeile auf den Beschauer zu 
gerichtet, die anderen erhalten den entgegengesetzten Pfeil 
Denkt man sich auch jetzt wieder Abb. 8 auf ein durch- 
sichtiges Blatt gezeichnet und sie von der Rückseite her be- 
trachtet, so dreht fß jetzt entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn 
und der Pfeil des Momentenvektors ist daher dem Beschauer 
abgewendet anzunehmen. Diese Richtung des Momentenvektorft 
stimmt aber genau mit jener überein, zu der wir geführt 
werden, wenn wir die Zeichnung von vom betrachten, sie ist 
also jetzt ganz unabhängig von der zufälligen Aufstellung des. 
Beobachters. 

Auch für das äußere geometrische Produkt zweier ge- 
richteter Größen führen wir eine passende Bezeichnung ein. 
Wir dürfen aber jetzt nicht einfach ^t dafür schreiben, weil 
damit das innere Produkt gemeint wäre. Zur Unterscheidung 
von diesem schreiben wir das Operationszeichen V davor*), 
setzen also für den Momentenvektor SM 



=V^t. (46) 

Gl. (46) faßt alles, was bisher über den Begriff des statischen 
Moments auseinandergesetzt wurde, in einfacher Schreibweise 
zusammen. 

In einer Beziehung besteht noch ein erheblicher Unter- 



*) Über den Gebranch der Zeichen für das innere und äußere 
Produkt hat sich bisher noch keine allgemein angenommene Überein- 
kunft herstellen lassen. Herr Prof. Prandtl hat bei der Naturforscher- 
versammlung 1903 den Vorschlag eingebracht, für das innere Produkt 
den Punkt, für das äußere ein Kreuz (x) als Multiplikationszeichen zu 
verwenden. Nach diesem, sich auf den Vorgang von Gibbs stützenden 
Vorschlage wäre Gl. (46) zu schreiben 

ÜW = ^ X r. 

Der Vorschlag hat aber bisher noch keine allgemeine Annahme ge- 
funden. Die deutsche Mathematiker -Vereinigung hat einstweilen eine 
Kommission eingesetzt, die die zweckmäßigste Wahl der Zeichen prüfen 
und sich darüber einigen soll. Sobald diese Einigung erfolgt sein wird, 
werde ich mich ihr anschließen. Bis dahin halte ich es aber für besser^ 
an meinen früheren Bezeichnungen festzuhalten. 
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schied zwischen dem äußeren und dem früher betrachteten 
inneren Produkte. Wir sahen nämlich früher, daß beide Fak- 
toren des inneren Produkts ganz in gleicher Art zur Bildung 
des Produktwertes beitragen, sodaß es zulässig war, ihre 
Reihenfolge im- Produkte zu vertauschen. Beim äußeren Pro- 
dukte gilt dies aber nicht mehr. Wir fanden zwar schon 
vorher, daß man zu dem gleichen Werte Pr sin 9 geführt wird, 
ob man nun die ganze Kraft mit der äußeren Komponente 
des Hebelarms oder ob man den ganzen Hebelarm mit der 
äußeren Komponente der Kraft multipliziert. Auf den abso- 
luten Wert des Produkts kann also die Vertauschuag beider 
Faktoren keinen Einfluß haben. Anders ist es aber mit der 
Richtung. Um sich davon zu überzeugen, stelle man sich vor, 
in Abb. 8 bedeute jetzt die Strecke r eine Kraft und die 
Strecke ^ einen Hebelarm. Beide Strecken liegen dann in 
der Abbildung noch nicht richtig zueinander, denn ein Hebel- 
arm soll stets vom Momentenpunkte nach dem Angriffspunkte 
hin gerichtet sein und die Kraft ist am Angriffspunkte selbst 
abzutragen. Bei der Angabe eines Vektors kommt es aber 
immer nur auf dessen Größe und Richtung und nicht auf seine 
absolute Lage an; wir V^r 

können also durch paral- 
lele Verschiebung von r 
die Figur leicht so ein- 
richten, daß nachher in 
der Tat ^ den Hebelarm 
einer durch r dargestell- 
ten Kraft angibt. Sobald 
wir aber r am Endpunkte 
des Hebelarms ^ nach 
Größe und Richtung an- 
tragen, bemerken wir, 
daß jetzt r den Hebelarm 
^ in entgegengesetzter 
Richtung zu drehen sucht, wie vorher ^ den Hebelarm r. Aus 
der axonometrischen Zeichnung in Abb. 9, in der dies aus- 
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geführt ist und in der die Momentendreiecke für beide Fälle 

durch Schraffierung hervorgehoben sind^ überzeugt man sich 

davon ohne weiteres. Bei Vertauschung beider Paktoren kehrt 

sich also die Richtung des Vektors, der das äußere Produkt 

darstellt, in die entgegengesetzte um. Wir können dies durch 

die Gleichung 

Vqjr = ~Vr^ (47) 

zum Ausdrucke bringen« Die Reihenfolge der beiden Faktoren 
äußeren Produkte ist also sehr wesentlich und man muß 



im 



daher daran festhalten, daß das statische Moment stets durch 
das Produkt V^t in dieser Reihenfolge der Faktoren dargestellt 
werden soll. 

Offenbar gilt diese Betrachtung und die aus ihr hervor- 
gegangene Gleichung (47) ganz allgemein für das Produkt 
von irgend zwei gerichteten Größen. Man tut aber in diesem 
Falle besser, die Richtung des äußeren Produkts noch mit 
anderen Worten, die freilich auf denselben Sinn hinauskommen, 
zu beschreiben. Sind ^ und t in Abb. 8 oder 9 zwei beliebige 
Vektoren, so soll, wie schon angegeben, V^t mit dem Pfeile 
nach vorn bezw. oben gekehrt sein. Denken wir uns nun ^ 
und r nicht wie in der vorigen Abbildung aufeinanderfolgend, 

sondern beide von demselben An- 
fangspunkte aus abgetragen und an 
demselben Anfangspunkte auch den 
Vektor V^t angesetzt, wie es in 
Abb. 10 geschehen ist, so bildet 
die Aufeinanderfolge der Richtungen 
von ^, von t und von V^t, wie 
man sich ausdrückt, ein Rechts- 
system im Räume. Damit ist 
eine Drehung aus der ersten Rich- 
verbunden mit einer Fortschreitung 
in der dritten Richtung zu einer rechtsgängigen Schraube 
führt. Würden wir die beiden ersten Richtungen miteinander 
vertauschen, die dritte aber unverändert lassen, so hätten wir 
ein Linkssystem vor uns, d. h. eines, das in der angegebenen 




Abb. 10. 



nämlich gemeint, daß 
tung in die zweite. 
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Weise eine linksgängige Schraube bestimmt. Wenn wir nun 
sagen ; daß sich bei einer Vertauschung der beiden Paktoren 
die Richtung des äußeren Produkts umkehrt, so heißt dies 
nichts anderes, als daß die Aufeinanderfolge der Richtungen 
des ersten Faktors, des zweiten Faktors und des Produktwertes 
in jedem Falle ein Rechtssystem im Räume bestimmen soll. 

Dem Anfänger macht es leicht den Eindruck, als wenn 
die Schwierigkeit, die darin liegt, in jedem Falle den richtigen 
Pfeil des äußern Produkts zu bestimmen, erst durch die Be- 
nutzung der Vektoren hereingetragen sei. Das ist aber ganz 
irrig. Der wesentliche Unterschied zwischen Rechtssystem und 
Linkssystem ist vielmehr in den allgemeinen geometrischen 
Eigenschaften des Raumes, in dem wir leben, begründet und 
er kann durch keine Art der Darstellung fortgeschafft werden. 
Man kann es daher nur als einen Vorzug unserer Darstellung 
betrachten, daß sie auf diesen wesentlichen Umstand die Auf- 
merksamkeit von vornherein hinlenkt. 

Es wird nützlich sein, wenn ich den Gegensatz zwischen 
Rechtssystem und Linkssystem in unserm Räume noch an 
einigen Beispielen klar mache. Auf den Gegensatz zwischen 
rechtsgängiger und linksgängiger Schraube habe ich vorher 
schon hingewiesen und ihn zur Unterscheidung beider Systeme 
voneinander benutzt. Es ist merkwürdig genug und zeigt, wie 
wenig die klare Auffassung räumlicher Beziehungen heute noch 
Gemeingut aller Gebildeten ist, daß viele unter diesen kaum 
etwas davon wissen, daß sich Rechts- und Linksschrauben 
wesentlich voneinander unterscheiden und daß sie sich nament- 
lich auf keine Weise zur Deckung miteinander bringen lassen. 
Allgemeiner bekannt ist der Gegensatz zwischen der rechten 
und der linken Hand. Auch diese lassen sich nicht zur 
Deckung bringen; nur das Spiegelbild der linken Hand sieht 
so aus wie eine rechte Hand. In der Tat hat man auch bei 
der Aufstellung sogenannter „Handregeln" oder „Daumenregeln" 
die rechte oder linke Hand öfters dazu benutzt, den Gegensatz 
zwischen Rechts- und Linkssystem hervorzuheben. Man spreize 
etwa an der rechten Hand den Daumen ab, strecke den Zeige- 
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finger gerade aus und biege den Mittelfinger im rechten Winkel 
zur Handfläche. Die Fingerrichtungen bilden dann in der an- 
gegebenen Aufeinanderfolge ein Rechtssystem; gibt man den 
Fingern der linken Hand die gleichen Stellungen, so erhält 
man ein Linkssystem. 

Auch wenn man mit Koordinaten und Komponenten an- 
statt mit den Vektoren rechnet, macht sich der unterschied 
zwischen Rechts- und Linkssystem bemerklich und zwar schon 
bei der Wahl des dreiachsigen Koordinatensystems selbst. Man 
kann die drei Achsen der X, Y, Z so ziehen, daß sie in dieser 
Aufeinanderfolge entweder ein Rechtssystem oder ein Links- 
system miteinander bilden. Die erste Anordnung ist bei den 
englischen Physikern allgemein gebräuchlich, wähi-end die an- 
dere von den französischen Mathematikern durchweg ange- 
nommen ist. Man pflegt daher die beiden Koordinatensysteme 
auch als das englische und das französische zu bezeichnen oder 
auch, nach einer von Maxwell eingeführten Bezeichnung, als das 
Weinkoordinatensystem und das Hopfenkoordinatensystem, weil 
nämlich die Weinrebe sich in rechtsgängigen, die Hopfenpflanze 
sich in linksgängigen Schraubenlinien um eine Stütze schlingt. 
In Deutschland hat sich kein bestimmter Gebrauch des 
einen oder des andern Koordinatensystems allgemein einge- 
bürgert. Man findet bald das eine und bald das andere und 

leider findet man sehr oft auch gar keine 
Angabe darüber, auf welches Koordina- 
tensystem sich eine Untersuchung be- 
ziehen soll. Wenn eine Zeichnung bei- 
gegeben ist, läßt sich freilich sofort 
feststellen, welches Koordinatensystem 
^ der Verfasser benutzt. Ich selbst be- 

diene mich stets des englischen, rechts- 
händigen Koordinatensystems. In Abb. 11 sind die drei Achsen- 
richtungen für dieses Koordinatensystem in axonometrischer 
Zeichnung angegeben; X geht nach vorn, Y nach rechts und 
Z nach oben. 

Mit Hilfe der schon in § 11 eingeführten Richtungsfaktoren 
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i^ j^ t kann man die Richtung des äußeren Produkts auch noch 
dadurch bezeichnen^ daß man setzt 

Vij = f nnd Vii = -f; 
denn in der Tat bildet bei der von uns getroffenen Wahl des' 
Koordinatensystems die Aufeinanderfolge der Richtungen i;J,f 
ein Rechtssystem und ebenso auch die Aufeinanderfolge der 
drei Richtungen, j, i und — f. Ein Rechtssystem bleibt übrigens 
ein solches, auch wenn man jede Achse durch die ihr folgende 
ersetzt; also auch YZX und ZXY sind Rechtssysteme, wenn 
XYZ eines war. Es ist nützlich, die äußeren Produkte der 
drei Richtungsfaktoren i, j, f in allen möglichen Kombinationen 
für den späteren Gebrauch zusammenzustellen. Man erhält so 

Alle vorausgehenden Erörterungen dienten nur dazu, den 
BegriflF des statischen Moments und damit zugleich den Begriff 
des äußeren Produkts in das rechte Licht zu setzen. Welcher 
Vorteil mit der Einführung dieser Begriffe verbunden ist, zeigt 
sich aber erst, wenn man den Multiplikationssatz für die äußeren 
Produkte, der in der Mechanik 
als Momentensatz bezeichnet 
wird, kennen gelernt hat. Ich 
beweise diesen Satz zunächst 
für den Fall, daß die Kräfte — 
oder überhaupt die gerichteten 
Größen, auf die man ihn an- 
wenden will — alle in einer 
Ebene liegen. In Abb. 12 sei 
der Momentenpunkt und Ä 
der Angriffspunkt der Kräfte 

^i;^2 ^- ^' ^'f <iören Resultie- 
rende 9t = 2J^ ist. Ich denke mir durch Ä eine Gerade BB 
senkrecht zum Hebelarm r gezogen und projiziere auf sie 
alle Kräfte. Jene Kräfte, die den Hebelarm r im Uhrzeiger- 
sinn zu drehen suchen, geben Projektionen auf BB^ die 




Abb. 12. 
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ebenfalls nach rechts hinweisen, und die Projektionen der 
Kräfte mit negativem Moment gehen nach links. Nun folgt 
aber aus 8t = 2^ auch 

wenn R und P' die Projektionen auf die Gerade BB bedeuten. 
Multipliziert man diese Gleichung mit der Größe r des Hebel- 
arms, so erhält man 

B'r=2:rr, 

und jedes Glied dieser Gleichung gibt das statische Moment 
der zugehörigen Kraft an. Nach dem BegriflFe des äußeren Pro- 
dukts kann man daher für die letzte Gleichung auch schreiben 

V«t = 2;V*t. (49) 

Das hier vorkommende Summenzeichen bedeutet, da es vor 
einer gerichteten Größe steht, eigentlich eine geometrische Sum- 
mierung. Im Falle der Abb. 12 stehen aber die Momenten- 
vektoYen alle senkrecht zur Zeichenebene, die von ^^ und ^^ 
mit dem Pfeile nach vorn, die von tPg und ^^ mit dem Pfeile 
nach hinten. Die geometrische Summierung von Größen, die 
alle entweder gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, ver- 
einfacht sich von selbst zu einer gewöhnlichen algebraischen 
Summierung. Daher kommt es, daß man die statischen Mo- 
mente so lange als gewöhnliche algebraische Produkte auffassen 
kann, als man nur mit Kräften zu tun hat, die alle in einer 
Ebene enthalten sind. 

Gl. (49) bleibt aber auch im allgemeinem Falle unver- 
ändert gültig; nur ist dann unter dem 2J eine geometrische 
Summierung zu verstehen, die sich nicht zu einer algebraischen 
vereinfacht, sondern wirklich als solche ausgeführt werden muß. 
Aus Abb. 13 wird dies sofort verständlich werden. Hier be- 
deutet wieder den beliebig gewählten Momentenpunkt und Ä 
den Angriffspunkt der Kräfte ^. Von diesen sind in die Figur 
nur die beiden ersten, ^^ und ^g, eingetragen; die übrigen 
möge man sich dazu denken und zwar mit ganz beliebigen 
durch den Punkt Ä gezogenen Richtungslinien. An Stelle der 
Geraden BB in Abb. 12 ziehe ich hier die Ebene EE durch A 
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senkrecht zum Hebelarm t und projiziere alle Kräfte auf sie. 
Dann folgt aus 91 = 2Jfß, wenn man die Projektionen auf EE 
durch einen angehängten Zeiger bezeichnet, nach § 12, Glei- 
chung (37) 

woraus man nach Multiplikation mit r auch 

erhält. Man betrachte jetzt das statische Moment der Kraft ^j 
für den Momentenpunkt 0. Mit ^^V stimmt es der Größe 
nach überein. Die Rich- 
tung des Momentenvektors 
steht dagegen senkrecht 
zur Ebene durch r und ^^ 
oder ^i', also auch senk- 
recht zu ^i'r. Denken 
wir uns die Momenten- 
vektoren aller Kräfte von 
aus abgetragen, so lie- 
gen sie sämtlich in einer 
Ebene, nämlich in der zu r 
senkrechten Ebene, denn 
jeder Momentenvektor steht senkrecht zu dem für alle ge- 
meinsamen Hebelarme r. Diese Ebene ist zugleich parallel 
zur Ebene EE. Die Momentenvektoren bilden daher einen 
Strahlenbüschel, der mit dem Strahlenbüschel der ^V in der 
Ebene EE kongruent ist. Die Strahlen des einen Büschels 
sind nur alle gegen die des andern um einen rechten Winkel 
in demselben Sinne gedreht. Wenn daher in der Ebene EE^ 
wie wir vorher zeigten, ÄV = 27 ^V ist, so muß auch in der 
dazu parallelen Ebene der Momentenvektor von 91 gleich der 
geometrischen Summe der Momentenvektoren der Kräfte ^ 
sein, d. h. 

Vttt = 2;V*t 

und hiermit ist 61. (49) auch für diesen allgemeinern Fall als 
gültig bewiesen. 




Abb. 18. 
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Wenn die Kräfte ^ im Gleichgewichte miteinander stehen, 
verschwindet die Resultierende 91 und der Momentensatz ver- 
einfacht sich zu der Gleichung 

2iV^t ^ 0, (50) 

die für jeden beliebigen Momentenpunkt, also für jedes be- 
liebige r gültig ist. 

Zugleich erkennt man, daß derselbe Beweis auch anwend- 
bar bleibt, wenn die 9ß und t nicht Kräfte und einen Hebel- 
arm bedeuten, sondern wenn sie beliebige gerichtete Größen 
sind, die man ebenso wie jetzt die Kräfte durch Strecken in 
einem passenden Maßstabe zur Darstellung gebracht hat. Da- 
mit folgt, daß der wesentliche Inhalt des Satzes auch in der 
einfachen Aussage zusammengefaßt werden kann: Eine geo- 
metrische Summe wird mit einer beliebigen gerich- 
teten Größe auf äußere Art multipliziert, indem man 
jedes Glied damit multipliziert. Der Momentensatz ist 
daher ebenso wie das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
nur ein Satz über die geometrische Multiplikation gerichteter 
Größen. 

§ 17. Weitere Folgerungen aus dem Momentensatze. 

Aus jeder Vektorgleichung von der Form 81 = 2J^, durch 
die 91 als geometrische Summe der ^ bezeichnet wird, kann 
man ähnliche Gleichungen zwischen den Projektionen dieser 
gerichteten Größen auf irgend eine Ebene oder auf irgend 
eine Achse ableiten. Das gilt also auch von den Gleichungen 
(49) oder (50) zwischen den Momentenvektoren. Von beson- 
derem Interesse sind hier die Projektionen der Momenten- 
vektoren auf drei zueinander rechtwinklige Achsen, die durch 
den Momentenpunkt gezogen sind. Bei der Darstellung des 
Momentensatzes mit den Hilfsmitteln der analytischen Geo- 
metrie ist man nämlich genötigt, jede Vektorgleichung durch 
di-ei Komponentengleichungen zu ersetzen, die sich auf die drei 
Achsenrichtungen beziehen. Man erhält diese Koraponenten- 
gleichungen ohne weiteres durch Projektion aller Glieder, die 
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in der Vektorgleichung vorkommen, auf die betreflfenden Koor- 
dinatenachsen. 

Die Projektion eines Momentenvektors auf eine durch 
den Momentenpunkt gezogene Achse wird auch geradezu das 
Moment der Kraft in bezug auf diese Achse genannt. Diese 
Bezeichnung ist zulässig, weil die Projektion des Momenten- 
vektors auf die Achse in der Tat nur von der Lage dieser 
Achse und gar nicht von der Lage abhängt, die man dem 
Momentenpunkte auf der Achse geben mag. Man überzeugt 
sich davon leicht durch Betrachtung von Abb. 14. In dieser 
ist der Momentenpunkt, Ä der 
Angriffspunkt der Kraft ^, LL eine 
in beliebiger Richtung durch ge- 
zogene Gerade und ££ eine zu LL 
senkrecht gezogene Ebene, auf die 
auch das Momentendreieck durch 
rechtwinklige Projektionsstrahlen pro- 
jiziert ist. Der Momentenvektor V^ t 
ist ebenfalls in die 
Figur eingetragen 
und ebenso der 
Projektionsstrahl, 
durch den er auf 
LL projiziert wird. 
Wir können die 
'Größe des Momentenvektors durch den doppelten Flächen- 
inhalt des Momentendreiecks, also, sagen wir, durch 2F zur 
Darstellung bringen. Die Projektion auf LL wird daraus 
•durch Multiplikation mit dem Kosinus des Neigungswinkels a 
also gleich 2i^coso: gefunden. Andererseits ist aber der 
Winkel zwischen zwei Ebenen so groß wie der Winkel 
zwischen ihren Normalen. Wir finden daher deu Flächen- 
inhalt der Projektion des Momentendreiecks auf die Ebene es, 
•den wir mit F' bezeichnen wollen, 

F' ^ Fcoscc 
und der doppelte Inhalt dieses Dreiecks gibt daher zugleich 
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die Projektion des Momentenvektors auf die Achse LL an. 
Zugleich sieht man daraus, daß die Lage des Punktes auf 
LL m der Tat ganz gleichgültig ist, denn wo auch liegen 
möge, die Projektion des Momentenvektors auf LL wird immer 
durch 2F' zur Darstellung gebracht, weil die Projektion des 
Momentendreiecks auf die Ebene bb ein für alle Mal dieselbe 
bleibt, wenn wir längs der Geraden LL verschieben. 

Diese Betrachtung gibt uns zugleich das einfachste Mittel 
an die Hand, um das statische Moment einer Kraft in bezug 
auf eine beliebig gegebene Achse zu ermitteln. Man fertige 
eine Projektion an auf einer Ebene, die senkrecht zur Achse 
steht, nehme den Punkt, in dem sich die Achse projiziert, als 
Momentenpunkt und bilde so das Moment der Projektion ^' 
der Kraft ^ auf die Ebene. Dieses ist zugleich das Moment 
der Kraft ^ in bezug auf die gegebene Achse. 

Auch für die auf Achsen bezogenen Momente bleibt der 
Momentensatz gültig, wie schon aus den Bemerkungen zu 
Anfang dieses Paragraphen hervorgeht. Anstatt sich auf diese 
zu beziehen, kann man auch davon ausgehen, daß für die 
Kräfteprojektionen auf die Ebene bb die Gleichung 91' = S^' 
gilt und daß diese auch gültig bleibt, wenn man jedes Glied 
mit irgend einem Hebelarme r auf äußere Art multipliziert. 
Man erhält so 

Vrr = i:Vrt (oi) 

und jedes Glied dieser Gleichung stellt das Moment einer 
Kraftprojektion in bezug auf einen Punkt der Projektionsebene 
dar, von dem man den Hebelarm t gezogen hatte, also zugleich 
auch das Moment der betreffenden Kraft selbst in bezug auf 
die Achse, die sich in jenem Punkte projiziert. Die Summie- 
rung in Gl. (51) vereinfacht sich dabei zu einer algebraischen. 
Wenn Kräfte an einem Punkte im Gleichgewichte stehen, ist 
für jede beliebige Projektionsebene und für jeden in dieser 
Ebene gelegenen Momentenpunkt die algebraische Summe der 
statischen Momente der Kräfteprojektionen gleich Null. Oder 
auch mit anderen Worten: Für jede beliebige Momenten- 
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achse ist die algebraische Summe der statischen 
Momente von Kräften, die sich an einem Punkte das 
Gleichgewicht halten, gleich Null. 

Für den Gebrauch der Koordinatenmethode berechnet man 
die Momente einer Kraft ^ mit den Komponenten X, Y, Z nach 
den drei Koordinatenachsen auf folgende Art. Der Radius- 
vektor vom Ursprünge nach dem Angriffspunkte sei t und 
seine Komponenten, d. h. die Koordinaten des Angriffspunktes, 
seien ic, 1/, ir. Das Moment V^r für den Ursprung läßt sich 
dann in der Form 

V*r =V(iX + i r+ \Z) (ia; + iy + \z) 

anschreiben. Wir wissen schon, daß die geometrische Multi- 
plikation einer Summe nach den gewöhnlichen Multiplikations- 
regeln der Algebra ausgeführt werden kann. Die Ausdehnung 
dieser Regel auf die Multiplikation zweier geometrischer Summen 
miteinander folgt daraus sofort, denn dabei handelt es sich 
nur um die zweimalige Anwendung desselben Satzes. Im 
ganzen erhalten wir also bei der Ausführung der vorstehenden 
Multiplikation neun Glieder, von denen aber drei verschwinden. 
Denn das geometrische Produkt aus zwei gleichgerichteten 
Gliedern wie iX und \x ist nach dem Begriffe des äußeren 
Produkts gleich Null. Bei allen anderen Gliedern sind zwei 
aufeinander senkrecht stehende Vektoren miteinander zu multi- 
plizieren. Die Größe des äußeren Produkts ist daher in diesen 
Fällen gleich dem gewöhnlichen Produkte aus den Größen 
der beiden Faktoren und die Richtung ergibt sich aus den in 
den Gleichungen (48) zusammengestellten Beziehungen. Im 
ganzen erhalten wir daher nach Ausführung der Multiplikation 

Vfpr = i(r^-Zy) + i(Za;-X^)-f f(Xi/-ra;). (52) 

Auch hier erkennen wir wieder, daß die Betrachtung 
gültig bleibt, wenn ^ und r beliebige gerichtete Größen be- 
deuten. Um dies auch äußerlich hervorzuheben, schreibe ich 
jetzt Ä und ö an Stelle von ^ und r und bezeichne die Kom- 
ponenten nach den Koordinatenachsen mit Ä^y Ä^y u.s.f. Dann 
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wird aus Gl. (52) 

V«« = i (A^s - AS%) + i (.AA - A Ä,) + 1 (A B, - AB,y 

Das Bildungsgesetz wird übersichtlicher, wenn man die Glei- 
chung in Form einer Determinante anschreibt, nämlich 

<■ 1**4 

! t I t 

V«ö.= Äi A' A \- (53) 

Bi B^ B^ I 
Um jetzt im besonderen wieder zum statischen Momente 
zurückzukehren, bezeichne ich die Komponenten von V^t nach 
den Koordinatenachsen mit Jf^, iltfg, M^. Dann hat man 

M^^Y^-Zy, M^^Zx-Xi^', M^^Xy-Yx. (54) 

Diese Größen sind die Projektionen von V^t auf die Koordi- 
natenachsen und daher zugleich die Momente der Kraft ^ in 
bezug auf die Koordinatenachsen. 

Zugleich mache ich noch darauf aufmerksam, daß diese 
Ausdrücke nur so lange gültig sind, als das Koordinatensystem 
ein Rechtssystem ist. Wählt man * ein Linkssystem und be- 
hält alle übrigen Festsetzungen bei, so kehren sich die Vor- 
zeichen der Momente um. Die Vernachlässigung der Angabe 
über die Art des Koordinatensystems führt daher leicht zu 
Vorzeichenfehlem und in der Tat sind die FäUe gar nicht 
selten, bei denen die Außerachtlassung dieses ümstandes selbst 
in sonst sehr bedeutenden Arbeiten zu solchen Fehlem ge- 
führt hat. 

Bei der Ableitung der Gleichungen (54) bin ich von der 
Darstellung des Moments nach der Vektormethode ausgegangen. 
Man kann diese aber auch ganz umgehen. Um z. B. M^ zu 
finden, kann man die Kraft ^ zunächst auf die zur X-Achse 
senkrechte FZ- Ebene projizieren. Die Projektion läßt sich 
in die Komponenten Y und Z zerlegen. Von beiden nimmt 
man die Momente in bezug auf den Ursprung und die alge- 
braische Summe beider Momente liefert nach dem, was ich 
im Anschlüsse an Abb. 14 auseinandersetzte, das Moment von 
^ für die X-Achse. Aus Abb. 15, die die besprochene Pro- 
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jektibn auf die !FZ- Ebene zeigt^ erkennt man sofort, daß die 
Komponente Y ein positives, die Komponente Z dagegen ein 
negatives Moment in bezug auf 
liefert. Wir erhalten daher 
in Übereinstimmung mit der 
vorbeigehenden Entwicklung 

Diese Ableitung ist kürzer als 

die vorige; ich habe aber jene 

vorangestellt, weil der durch 

Grl. (53) ausgesprochene Satz 

zugleich allgemein auf alle äußeren Produkte gerichteter Grrößen 

anwendbar ist. 



Abb. 15. 



§ 18. Bewegung auf vorgesohriebener Bahn. 

Auf einen materiellen Punkt flögen gewisse unmittelbar 
gegebene Kräfte einwirken, die wir uns zu einer Resultierenden 
zusammengefaßt denken wollen. Außerdem soll dem Punkte 
durch eine geeignete Konstruktion, die man gewöhnlich al» 
eine „Führung'^ bezeichnet, die Bedingung vorgeschrieben sein,. 
daß er entweder auf einer Fläche oder auf einer Linie bleiben 
muß. Die Bewegung, die er in diesem Falle ausführt, wird 
als eine solche auf vorgeschriebener Bahn bezeichnet. 

Die Resultierende der unmittelbar gegebenen Kräfte sei 
als die an dem Punkte angreifende „äußere" Kraft bezeichnet. 
Auch die Einwirkung der Führung oder der Bahn auf den 
materiellen Punkt kann nur darin bestehen, daß von ihr eine 
Kraft auf den materiellen Punkt übertragen wird, denn jeder 
Zwang, der auf den Bewegungszustand eines materiellen Punkte» 
ausgeübt wird, fällt nach dem Grundsatze, daß alle Bewegungs- 
ursachen an sich von gleicher Art sind, unter den Begriff der 
Kraft. Diese Kraft wird als „Zwangskraft" oder als „Kraft 
des Systems" oder auch, im Gegensatze zu der von anderen 
Umständen herrührenden äußeren, als „innere" Kraft bezeichnet. 
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Wir können die Führung auch ganz weglassen und die Be- 
wegung des Punktes als eine „freie", also sie so wie früher 
betrachten, wenn wir nur die innere Kraft, die Ton ihr her- 
rührte, beibehalten. 

Man denke sich die Zwangskraft in zwei Komponenten 
zerlegt, von denen die eine in die Richtung der Bahn fällt, 
während die andere zu ihr senkrecht steht. Die erste Kom- 
ponente wird die von der Bahn auf den materiellen Punkt 
übertragene Reibung genannt. Durch geeignete Mittel, wie 
Verwendung von Rädern oder RoUen oder durch Aufhängung 
an Fäden oder Schneiden, kann man in vielen Fällen die 
Reibung sehr herabmindern, sodaß man dem wirklichen Vor- 
gange schon ziemlich nahe kommt, wenn man sie ganz ver- 
nachlässigt. In einem späteren Abschnitte werde ich auf die 
Reibung näher eingehen. Hier soll dagegen nur von solchen 
Fällen die Rede sein, bei denen die Reibung hinreichend klein 
ist, um von ihr absehen zu können. Als Systemkraft bleibt 
dann nur die Normalkomponente übrig. 

Zur Rechtfertigung dafür, daß man sich zunächst nur 
auf die Behandlung der in dieser Weise vereinfachten Aufgabe 
einläßt, mache ich übrigens darauf aufmerksam, daß die Normal- 
kraft schon vollständig genügt, um die Einhaltung der Bahn 
zu erzwingen. Denn eine Abweichung von der Bahn, also ein 
seitliches Heraustreten, würde darauf hinauslaufen, daß noch 
eine Bewegungskompon.ente in der Richtung der Normalen zu 
der wirklich ausgeführten Bewegung hinzukäme. Eine solche 
Bewegungskomponente kann aber schon durch die Normal- 
komponente der Zwangskraft vollständig verhindert werden. 
Dem gegenüber spielt die Reibung nur eine mehr zufällige 
Rolle und ihr absoluter Betrag hängt, wie schon bemerkt, 
von mancherlei Nebenumständen, namentlich auch von dem 
Rauhigkeitsgrade der sich in der Führung berührenden Ober- 
flächen ab. Man kann sie sich wenigstens in der Vorstellung 
durch die Anwendung absolut glatter Oberflächen beseitigt 
denken. Die Untersuchung der reibungsfreien Bewegung kommt 
dann darauf hinaus, daß man einen freilich nicht ganz genau 
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zu verwirklichenden einfachen Fall an die Spitze stellt, der 
geeignet ist, eine Norm abzugeben, ^n die man sich bei der 
Beurteilung verwickelterer Erscheinungen halten kann. Es bleibt 
nachher nur noch übrig, die im gegebenen Falle zu erwartenden 
Abweichungen von jener Norm gesondert zu untersuchen und 
darin liegt in der Tat sehr häufig eine Erleichterung der 
Aufgabe. 

Die Normalkraft, die jetzt als Zwangskraft allein übrig 
bleibt, ist ihrer Größe nach nicht gegeben. Dafür kennt man 
aber die Bahn, die der Punkt einschlägt und aus dieser Be- 
dingung kann man immer in einfacher Weise sowohl die Größe 
der Zwangskraft als auch den zeitlichen Verlauf der Bewegung 
bei gegebener äußerer Eraft ermitteln. Ich werde dies an zwei 
einfachen Beispielen zeigen. 

In Abb. 16 sei BC eine schiefe Ebene, auf der sich der 
materielle Punkt A längs einw Geraden bewegen muß. Als 
äußere Kraft möge jetzt nur das Gewicht O des materiellen 
Punktes in Be- 
tracht kommen. ^ 
Dazu kommt die 
der Größe nach 
vorläufig unbe- 
kannte Normal- 
kraft ». Die Re- 
sultierende aus C 
und 9t sei mit 9t 
bezeichnet. Da 

wir schon wissen, daß sich der materielle Punkt unter dem Ein- 
flüsse dieser Resultierenden längs der Geraden BC bewegt, kann 
W keine Normalkomponente zur Bahn besitzen; es muß also par- 
allel zur Bahn sein. Außerdem ist 81 gleich der geometrischen 
Summe von 9t und C. Es muß sich also aus 8t, 9t und O 
ein Kräftedreieck zeichnen lassen, von dem eine Seite, näm- 
lich O, nach Größe und Richtung bekannt ist, während man 
von den beiden anderen Seiten wenigstens die Richtungen kennt. 
Damit ist das Dreieck vollständig bestimmt und es konnte in 

Föppl, Emfahrung in die Mechanik. 3. Aufl. 7 





Abb. 16 a. 
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Abb. 16 a unter Zugrondelegung eines beliebigen EraftemaB- 
stabs gezeichnet werden. Die Größen von W und 9t können 
daraus abgegriffen werden; außerdem kann man sie nachträg- 
lich auch leicht berechnen, denn aus dem rechtwinkligen Drei- 
ecke mit dem Winkel a zwischen St und C erhält man 

-W^^cosa; JB = ^sina. 

Die Zwangskraft "N interessiert nicht weiter. Für JB kann 
man auch 

setzen, wenn man beachtet, daß der Winkel a auch in dem 
aus den Seiten &, h und l zusammengesetzten Dreiecke der 
schiefen Ebene vorkommt. Da JB konstant ist, so lange sich 
der Punkt auf der schiefen Ebene bewegt, folgt, daß die Be- 
wegung gleichförmig beschleunigt ist. Die Beschleunigung ist 

gleich ^y Will man den materiellen Punkt auf der schiefen 

Ebene im Gleichgewichte halten, sodaß er entweder in Ruhe 
bleibt oder eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit aus- 
führt, so muß man noch eine äußere Kraft . anbringen. Wählt 
man diese parallel zur schiefen Ebene, so muß sie gleich J2 
und diesem entgegengesetzt gerichtet sein, i? gibt daher zu- 
gleich die Größe der Zugkraft an, die man aufwenden muß, um 
etwa ein Fuhrwerk auf der schiefen Ebene mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit hinauf zuschaffen. Auf die Reibung ist dabei 
freilich noch keine Rücksicht genommen.*) 

Eisenbahnen oder Straßen, für die man die erforderliche 
Zugkraft berechnen will, sind gewöhnlich nur wenig gegen 
den Horizont geneigt. Infolgedessen weicht die Länge l der 



*) Manche ziehen es vor, das Gleichgewicht auf der schiefen Ebene 
mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten zn behandeln. 
Bei einer virtnellen Yerschiebnng längs der schiefen Ebene leistet die 
Normalkraft IW keine Arbeit, da sie senkrecht zum Wege steht. Wenn 
keine Reibung auftritt, muß daher für eine solche Verschiebung die 
Summe der Arbeiten des Gewichtes und der zur Herstellung des Gleich- 
gewichtes angebrachten Zugkraft gleich Null sein, wodurch man eben- 
falls auf den zuvor berechneten Wert J2 geführt wird. 
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schiefen Ebene nnr wenig von ihrer Horizontalprojektion b ab. 
Man begeht daher nnr einen geringen Fehler, wenn man an 
Stelle der vorigen Gleichungen 

setzt. Gewöhnlich macht man lieber von dieser^ freilich nicht 
ganz genauen Formel Gebrauch, weil das Verhältnis h:h eine 
einfache Bedeutung hat. Man bezeichnet es als das Steigungs- 
Verhältnis oder auch als das Gefäll der schiefen Ebene. Wenn 
also z. B. bekannt ist, daß eine Eisenbahnstrecke in der Steigung 
1 : 100 liegt, so weiß man sofort, daß die erforderliche Zug- 
kraft jene auf der horizontalen Strecke um ein Hundertstel 
des Gewichtes übersteigt. Der Fehler, den man dabei begeht, 
ist ganz unerheblich. Man braucht auf ihn um so weniger 
zu achten, als man ohnehin nicht ganz genau weiß, wie groß 
die zur Überwindung der Reibung erforderliche Zugkraft ist. 
Bei gewöhnlichen Eisenbahnen liegt diese zwischen etwa ^ 
bis ^ des Zuggewichtes, je nachdem das Gleis mehr oder 
weniger gut unterhalten ist. 

Als zweites Beispiel betrachte ich das in kreisförmiger 

^^^ ^^^ * 

Bewegung begi'iflfene Zentrifugalpendel. Ein materieller Punkt 
sei an einem gewichtslos zu denkenden Faden aufgehängt. Es 
wird ihm dadurch zunächst eine Bewegung auf einer Kugel- 
oberfläche vorgeschrieben, deren Mittelpunkt der Aufhänge- 
punkt und deren Halbmesser gleich der Fadenlänge ist. Da- 
durch ist die Bahn des Punktes noch nicht völlig bestimmt; 
sie kann noch irgend eine auf der Kugelfläche liegende Kurve 
sein. In der Tat erfordert auch die Untersuchung des all- 
gemeinsten Falles, bei dem die Anfangsgeschwindigkeit nach 
Größe und Richtung auf der Kugeloberfläche beliebig gegeben 
ist, die Anwendung eines sehr ausgedehnten mathematischen 
Apparates, nämlich die Benutzung der sogenannten elliptischen 
Funktionen. Von diesen kann ich hier nichts als bekannt vor- 
aussetzen und ich beschränke mich daher auf die Untersuchung 
des einfachsten Falles, der im Gegensatze zu jenem sehr leicht 
erledigt werden kann. 
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Zu den möglichen Bahnen gehört nämlich jedenfalls auch 
eine kreisförmige^ deren Mittelpunkt auf der durch den Auf- 
hängepunkt gezogenen Lotlinie liegt. Damit sie eingeschlagen 
werde, muß der materielle Punjkt zu Anfang der Bewegung 
schon eine Geschwindigkeit in der Richtung der Tangente be- 
sitzen, deren Größe sich aus der Rechnung leicht ergibt. In 

Abb. 17 ist das Zentrifugalpendel in einer seiner 
Stellungen gezeichnet; r ist der Halbmesser des 
Kreises, den der materielle Punkt auf der Kugel- 
oberfläche beschreibt. Die Fadenspannung fj 
fällt in die Richtung des Fadens, also in die 
Normale der Kugelfläche. Von Luftwiderstand 
u. dgl. wird abgesehen, fj und D geben eine 
Resultierende 81, die in der durch beide gelegten 
lotrechten Ebene enthalten sein muß. Daraus 
folgt, daß SR keine Komponente in der Richtung 
der Tangente an die Bahn haben kann. Die Ge- 
schwindigkeit kann sich also bei der von uns be- 
trachteten Bewegung nur der Richtung und nicht 
der Größe nach ändern. , Die Resultierende 91 
Abb. 17. ist die Zentripetalki'aft der Bewegung; sie muß 

daher nach dem Krümmungsmittelpunkte der 
Bahn, also horizontal gerichtet sein. Man kann nun aus 81, ^ 
und O ein Kräftedreieck zeichnen. Daraus findet man 

Andererseits hat man aber für die Zentripetalkraft nach 
GL (41) 



B^ 



gr 



und wenn man beide Werte einander gleichsetzt und nach v 
auflöst, erhält man 

» = r]/f. 

So groß muß also die Geschwindigkeit v sein, wenn das Zentri- 
fugalpendel den Kreis vom Radius r durchlaufen soll. Man 
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kann der letzten Beziehung noch einen bequemeren Ausdruck; 
gebeU; indem man die Schwingungsdauer T, d. h. die zum ein*, 
maligen Durchlaufen des ganzen Kreises erforderliche Zeit be- 
rechnet. Man findet dafür , 

V V g 

So lange die Ausschläge r nur klein sind, unterscheidet sich h 
nur wenig von der Fadenlänge; es nimmt daher anfangs auch 
nur wenig ab, wenn man r vergrößert. Die Schwingungs- 
dauer ist demnach für alle kreisförmigen Bahnen von nicht 
zu großen Halbmessern fast gleich groß oder die Sdiwingungen 
sind, wie man sagt, nahezu isochron. ) 

Nahezu gelten diese Betrachtungen auch noch, wenn man 
den gewichtslosen Faden durch eine Stange ersetzt, an deren 
unterem Ende eine größere Kugel angeschraubt ist. Obeii. 
möge die Stange durch ein Gelenk an einer vertikalen Welle 
drehbar befestigt sein, wie bei dem bekannten Watt sehen 
Zentrifugalregulator. Die Geschwindigkeit, mit der sich die 
Welle dreht, drückt man entweder dadurch aus, daß man an- 
gibt, wie viele Umdrehungen n sie in der Minute ausführt, 
oder auch durch den in einer Sekunde durchlaufenen Winkel u. 
Diese Größe heißt die Winkelgeschwindigkeit der Welle. Zwischen 
u und n besteht, wie man leicht sieht, der Zusammenhang 

27tn 7tn 

Die Winkel sind dabei in Bogenmaß ausgedrückt. Man findet 
den dazu gehörigen Bogen durch Multiplikation mit dem Halb- 
messer, also V = ur und hiernach, mit Benutzung der vorher* 
gegangenen Formel für v 



-Vi 



u = \/ ^- oder A = ^ • 



w 



Da h nicht größer als die Pendellänge l sein kann, muß die 
Welle mindestens die Winkelgeschwindigkeit 



^min 



=V1 



9 
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besitzen, wenn überhaupt ein Ausschlag des Zentrifagalpendels 
erfolgen soll. Bei kleineren Geschwindigkeiten hängt das Pendel 
lotrecht herab; ftir größere Winkelgeschwindigkeiten findet man 
die zugehörige Pendelstellung aus der Formel für h. 

Man kann diese Betrachtungen leicht auch auf den Fall 
ausdehnen, daß der Drehpunkt der Pendelstange nicht auf der 
Mittellinie, sondern etwas seitlich davon liegt, wie es bei den 
meisten neueren Pendelregulatoren der Fall ist. 

Aufgaben. 

1. Aufgabe. Em Msenbahngug von 120000 hg Gewicht (ohne 
die Lokomotive) soll heim Anfahren in 45 Sehmden die Geschwindig- 

Tceit von 15 — erreichen. Wie groß muß die du/rch die Zugkette 

S6C 

von der Lokomotive auf den Zug übertragene Kraft sein, wenn die 
Beibtmg gleich Ofi05 des Gewichtes gesetzt werden kann? 

Lösung, Die Beschleunigung 6, die dem Zuge erteilt werden 
soll, ist 

15 



, V — Vf. sec 1 m 

= : — — — 



t 46 sec 3 sec* 

Die Kraft F wird daraus durch Multiplikation mit der Masse ge- 
funden; die Masse ist aber 

O 120000kff .^^«^kffsec* 

m = ^ == = 12 230 ^ 

am. m 

^ 9,81 — j 
sec* 

und demnach die beschleunigende Kraft P 

P- m& = 12 230^^?^. V— .= 4080 kg. 

m 3 sec' '^ 

Hierzu kommt aber noch die zur Überwindung der Reibung er- 
forderliche Zugkraft von 0,005 • 120000 = 600 kg. Im ganzen 

hat man also 

Zugkraft = 4680 kg . 

2, Aufgabe. Wie lange dauert es, bis ein sich selbst über- 
lassener Eisenbahnwagen auf horizontaler gerader Strecke zur Buhe 
kommt, wenn nur die getvöhnUche Beibung (so hoch wie vorher be- 
rechnet) in Betracht kommt und die Anfangsgeschwindigkeit = 6 — 
war, und welche Strecke durchläuft er noch? 
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Lösung. Die Bewegung ist eine gleichförmig verzögerte; die 
verzögernde Kraft ist die Reibung, die nach der Angabe der vor- 
hergehenden Aufgabe mit ^ des Gewichtes in Eechnung gestellt 
werden sollte. Die Verzögerung, die sie hervorbringt, beträgt dann 
auch 2Ö0 vo^ ^®r Beschleunigung der Schwere, also 

m 
9,81 — . 

6 =-««''* = 0,049 ^. 
200 ' sec' 

Nach der ersten der Gleichungen (13) für die gleichförmig ver- 
zögerte Bewegung ist 

V = v^—hi oder hier Vq=^ ht. 

Damit findet man die Zeit, die bis zum Stillstande verläuft, 



^ = ^0. ??? 122 sec. 

m 

0,049 i 

, sec' 

Der bis dahin noch zurückgelegte Weg wird, nachdem t bekannt 
ist, am einfachsten aus 

5 = ^^ = 3 — • 122 sec = 366 m 
2 sec 

berechnet. Man kann ihn aber auch unmittelbar aus 



36 



m* 



2o m 

berechnen. 

3. Aufgabe. Zur Steuerung emer BampfmcLSchme von 900 mm 
Kolbenhub, die 100 Umdrehmgen m der Minute macht, gehört em 
Emlaßventü, das bei 45% des Kolbenwegs einen Hub von 21 mm 
hat u/nd während der hierauf folgenden 12^U des Kolbenhubs infolge 
des Bigengetüichts von 3,2 leg und wnter MitmrJcung einer Feder 
aaf seinen Sitz niedergedrückt werden muß. Wie groß muß die 
Federspannung sein ? (Siehe W. Trinks, Zeitschr. des V. B. L 1898, 
S, 1163.) 

Lösung. Die Kolbengeschwindigkeit während der Zeit des 
Ventilschlusses berechnet sich zu 

TT • 0,09 m • 100 _^ m 

60 sec ' sec 
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und hieraus die Zeit t des Ventilschlusses ^u 

t = '^'' '''"^ ^ 0,023 sec. 

4,7 ^ 
sec 

Die Beschleunigung b folgt aus Gl. (12) mit Vq = 

_ 2s _ 2 . 0,021 m _ m 

^~'1^~ (0,023 sec)2 — ^'^sec* 

und hieraus die beschleunigende Kraft nach 61. (7) 

m 



79,5 



sec* 



F = 3,2 kg ^^ = 26 kg. 

9,81^ 
sec* 

Hiervon liefert das Eigengewicht des Ventils 3,2 kg, sodaß auf 
die Federspannung noch 22,8 kg kommen. 

4. Aufgabe. Aus einer Höhe von 300 m faUen nacheincmder 
zwei WasserteUchen herab. Das erste ist schon i^ mm gefallen, ehe 
das zweite von derselben Stelle aus m fallen beginnt Wie groß 
wird der Abstand beider Teilchen am Ende der Fallhöhe, wenn auf 
Luftwiderstand u. s. f. keine Bücksicht genommen wird ? 

Lösung. Die anfängliche Entfernung von jJ^q mm zwischen 
beiden Teilchen sei mit e bezeichnet, der Weg, den das zweite 
Teilchen zurücklegt, mit s und der Weg des ersten Teilchens mit 5', 
beide Wege vom obersten Punkte aus gerechnet. Die Differenz 
^s = s — s gibt dann den gesuchten Abstand am Ende der Fall- 
höhe an. Schließlich sei noch die Zeit, die das erste Teilchen 
braucht, um die kleine Streck^ e zu durchfallen, mit Jt und die 
Zeit, die das zweite Teilchen nötig hat, um den Weg s zu durch- 
laufen, mit t bezeichnet. Dann ist das zweite Teilchen während 
der Zeit t -\- Jt unterwegs, bis es die Strecke s durchfallen hat. 

Nach der zweiten Formel für die gleichförmig beschleunigte. 
Bewegung hat man dann 

s = Y ^^^ s =g 2 
Hiemach wird 

Js = s' — s = gtJt -{- g-^' 



Andererseits ist aber 






und wenn man diese Gleichung mit der für s multipliziert, er- 
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hält man 

es' = i^-^^^^)" oder gUt + g Jt' == 2Y^' . 

Setzt man dies ein, so vereinfacht sich ^s zu 



womit die Aufgabe gelöst ist. Setzt man die hier speziell an- 
gegebenen Zahlenwerte e = 0,001 mm, 5'= 300000 mm ein, so 

erhält man 

^ds = 34,6 mm. 

Anmerkung. Diese Rechnung läßt die einen fallenden Wasser^ 
strahl auseinander zerrende Wirkung der Schwere erkennen; man 
erklärt damit, weshalb ein von großer Höhe herabkommender Wasser^ 
fall (wie z. B. der berühmte Staubbachfall in der Schweiz) unten 
in feinen Wasserstaub aufgelöst ankommt. 

5. Aufgabe. Mn materieller Funkt soll sich in einer Ebene 
bewegen, sodaß seine recMwinkUgen Koordinaten zur Zeit t durch 
die Gleichwngen 

X = a cos 27r^; ^ = & sin 2%-^^ 

gegeben sind; a, b und T sind beliebig gegebene konstante Größen^ 
Was für eine Bahn beschreibt der Punkt und welche Kraft muß 
in jedem Augenblicke an ihm wirken, damit diese Bewegung erfolgt? 

Lösung. Die erste Frage ist rein geometrisch; wir beant- 
worten sie, indem wir die Variable t aus den beiden Gleichungen 
eliminieren, sodaß eine Gleichung zwischen den Koordinaten x imd y 
übrig bleibt. Aus der ersten Gleichung folgt 

—i = cos^27r-7F* 
a T 

Behandelt man die zweite ebenso und addiert hierauf beide zu ein- 
ander, so erhält man 

^ 4_ ^' — 1 

Die Kurve ist also eine Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem Ur- 
sprünge imd deren Achsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. 
Für die X-Komponente der an dem Punkte angreifenden Kraft 
hat man nach dem dynamischen Grundgesetze 

^ d^x /27r\2 _ t 

X = wi^^j == — ma ^^j cos 2%^ 
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und ebenso erhält man für die F-Komponente 

~dt^^~^ \t) si^^jry 

Der Vergleich mit den Gleichungen für die Koordinaten des Punktes 
zeigt, daß -^ 

ist. Die Resultierende aus X und Y fällt daher in die Richtung 
der Resultierenden von x und y^ d. h. sie geht in jedem Augen- 
blicke durch den Koordinalenursprung. Die Vorzeichen von X und Y 
geben uns an, daß der Pfeil der Resultierenden stets dem Ursprünge 
zugekehrt ist. Die an dem Punkte angreifende Kraft ist hiermit 
als eine Zentralkraft erkannt, d. h. als eine Kraft, die stets nach 
einem festen Anziehimgszentrum, als das hier der Ursprung dient, 
hin gerichtet ist. Da die Komponenten X und Y den Koordinaten 
X und y direkt proportional sind, folgt femer, daß auch die resul- 
tierende Kraft in jedem Augenblicke dem Abstände vom Anziehungs- 
zentrum proportional ist. Eine Kraft dieser Art tritt auf, wenn 
der materielle Punkt durch elastische Verbindungen an den Koor- 
dinatenursprung gefesselt ist. Die durch die Gleichungen dargestellte 
Bewegung bildet einen einfachen Fall einer elastischen Schwingung; 
sie wird auch als eine harmonische Bewegung des materiellen Punktes 
bezeichnet. 

6, Aufgabe, Wie groß ist die Zentrifugalkraft für einen ma- 
teriellen Fu/nM, dem wir em Getmcht von 5 g zuschreiben, und der 
sich in 3 mm Absta/nd von der Drehachse befindet, wenn die Winkel- 
geschwindigkeit 3000 Touren in der Minute beträgt? 

Lösung, In solchen Fällen ist es am bequemsten, den Aus- 
druck für die Zentrifugalkraft 

9 r 

zunächst durch Einfürung der Winkelgeschwindigkeit mit Hilfe, der 
Beziehung v = ur umzuformen in 

C^^u^r. 
9 

Für u erhalten wir, wenn wir die Winkel im Bogenmaß ausdrücken 
und die Sekunde als Zeiteinheit wählen, 

3000. 27r ._. _i 

^ = —ni^ = 100 TT sec ^ 

60 sec 
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und hiermit 



^ 0,006 kflr ^ ^ ^^^ 9 
C = — • 10000 7t^ sec 

9,81 



-8 



m 



0,003 m = 0,15 kg. 



sec 



Das Quadrat yon 7t ist 9,870, also fast genau so groß als die 
auf m und sec bezogene Beschleunigung der Schwere 9,81. Bei 
tLberschlägigen Bechnungen pflegt man daher der Bequemlichkeit 
wegen, wie es auch hier geschehen ist, n^ gegen g zu streichen. 
Natürlich ist dies aber nur zulässig, solange man g auf die ge- 
uannten Einheiten bezieht und keine größere Genauigkeit als etwa 
1 vom Hundert verlangt. 

7. Aufgabe. Wie groß ist der Wmkel, den die beiden 30 cm 
langen Pendel eines Zenirifugalregidators miteinander bilden, wenn 
kein Gegengewicht angebracht ist und die Wdle 120 Umdrehungen 
in der Minute macht? 

Lösung. Man bringe an der Kugel, die sich am Ende des 
Pendels befindet und deren Masse als groß gegenüber der Masse 
•der Stange betrachtet wird, die fingierte 
Zentrifugalkraft an. Dann müssen 
•sich alle Kräfte an der Kugel im Gleich- 
gewichte halten. Im ganzen sind dies 
<b*ei Kräfte, außer C nämlich noch das 
Kugelgewicht Q and die vom Gelenke 
her durch die Stange übertragene 
Zwangskraft. Wir wenden den Mo- 
mentensatz für den Gelenkmittelpunkt 
an. Dann fällt das Moment der Zwangs- 
kraft, die durch den Momentenpunkt 
^eht, fort und die Gleichgewichts- 
bedingung erfordert, daß das Moment 
von Q ebenso groß und entgegengesetzt 
gerichtet ist, wie das Moment von C. 
Die Pendellänge sei l und der Winkel, den das Pendel mit der 
Lotrechten bildet, sei a. Dann ist der rechtwinklig zu C gezogene 
Hebelarm gleich l cos a und der Hebelarm von Q gleich l sin a. 
Dieser letzte Wert gibt zugleich den Halbmesser des Kreises an, 
•den der materielle Punkt beschreibt. Die Momentengleichung liefert 

Cl cos cc = Ql siacc oder G ^ ö *g « • 
In diese Gleichung führen wir noch den Wert der Zentrifugalkraft 

C = ^u^r 




Abb. 18. 
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ein, in der für r der vorher ermittelte Wert l sin u zu setzen ist^ 
Hierdurch erhalten wir 

—'orl sin a = ö tg a, 

woraus für den Winkel et die Gleichung 

9 



cos CK 



uH 



folgt. Wir brauchen jetzt nur noch die Zahlen werte «^ = 4 tt sec 



-1 



m 



g »= 9,81 — 2 und l == 0,3 m einzusetzen, womit 
sec 



cos a = 



9,81 



16 Ä* • 0,3 4,8 



= 0,208 



I 



gefunden wird, wenn wir wieder it^ g'^m^'^ 9,81 streichen. Der 
Winkel a selbst folgt daraus zu 78®; der Winkel zwischen beiden 
Pendeln ist doppelt so groß. 

8, Aufgabe, Ton einem Punkte A aus sind heUebig viele schiefe 
Ebenen gezogen. Auf jeder von ihnen soll gleichzeitig ein materieller 

Funkt ohne Beibu/ng hinabgleiten; man soll die 
Kurve oder die Fläche angeben, auf der aUe 
Punkte nach Ablauf einer gegebenen Zeit ent- 
^^^ halten sind. 

\ Lösung, Die Beschleunigung b auf der 

\ schiefen Ebene ist nach § 18 gleich g sin a 
I oder, wenn man den Winkel, den die schiefe 
/ Ebene niit der Lotrichtung bildet, mit <p be- 
^^^ zeichnet, gleich g cos g). Der Weg 5, der in 

der Zeit t auf der schiefen Ebene zurück- 
gelegt wird, ist daher 

bt^ gt^ 

Hiermit ist s als Funktion des Winkels q) dargestellt; die Gleichung 
ist aber die Polargleichung eines Kreises, der durch den Anfangs^ 
punkt geht, dessen Mittelpunkt lotrecht unter dem Anfangspunkte 

liegt und dessen Durchmesser gleich g^ ist. Hierbei sind nur 

solche Stellungen der schiefen Ebene in Betracht gezogen, die 
senkrecht zur Zeichenebene liegen, in der der gefundene Kreis ent- 
halten ist. Zieht man auch alle anderen möglichen Stellungen in 
Betracht, so liegen die Endpunkte aller Wege auf einer Kugel- 
fläche, von der jener Kreis ein größter Kreis ist. 
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9, Aufgabe, Von Ä in Abb, 20 soll eine schiefe Ebene x 
(senkrecht mr Zeichenebene) so gelegt werden, daß ein auf ihr hinab- 
gleitender materieller Punkt in kürzester 
Zeit auf die Fläche CD gelangt, 

Lösung. Man konstruiere einen 
Kreis, der durch den Punkt A geht, an 
dieser Stelle eine horizontale Tangente 
hat und zugleich die Fläche CD (bezw. 
deren Spur in der Zeichenebene) be- 
rührt. Dann liefert die Verbindungs- 
linie von A mit dem Berührungs- 
punkte B des Kreises die Bichtung 
der gesuchten schiefen Ebene. Denn 
nach dem, was in der vorigen Aufgabe 
von den Eigenschaften des genannten 

Kreises bewiesen wurde, wäre der materielle Punkt auf jeder in 
anderer Richtung gezogenen schiefen Ebene zur gleichen Zeit eben- 
falls nur bis zum Kreisumfange, also noch nicht bis zur Fläche CD 
gelangt. 




Abb. 20. 
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Mechanik des starren Körpers. 



§ 19. Begriff des starren Körpets. 

Wenn das Bild des materiellen Punktes zur Darstellung 
eines Körpers nicht mehr ausreicht, wenn sich also nicht mehr 
alle Teile des Körpers im wesentlichen unter den gleichen 
Bedingungen befinden und gleiche Bahnen bei der Bewegung 
beschreiben, müssen wir den Körper, wie schon früher aus- 
einandergesetzt wurde, als einen Haufen materieller Punkte 
auffassen. Je größer wir die Anzahl der Punkte des Haufens 
wählen, desto genauer vermögen wir dem Unterschiede zwischen 
benachbarten Teilen des Körpers Rechnung zu tragen. Es 
steht nichts im Wege, uns die Anzahl der Punkte sogar un- 
endlich groß zu denken; jedem dieser Punkte entspricht dann 
nur ein unendlich kleiner Teil der Masse des ganzen Körpers. 
Gewöhnlich denkt man sich zu diesem Zwecke das Volumen 
des Körpers auf irgend eine bestimmte Art in unendlich kleine 
Volumenelemente zerlegt. Den in jedem Volumenelemente 
enthaltenen Anteil an der Masse des Körpers bezeichnet man 
als ein Massenelement und faßt dieses als einen materiellen 
Punkt auf. 

Dadurch, daß m^n dem Pankthaufen, der in dieser Weise 
gewonnen ist, noch weitere bestimmte Eigenschaften beilegt, 
vermag man sich dem wirklichen Verhalten der Naturkörper 
so genau anzuschließen, als es gewünscht wird, oder als es 
für den gerade ins Auge gefaßten Zweck nötig ist. Man 



§ 19. Begriff des starren Körpers. 111 

wird also die Bedingungen^ denen man die Punkte des Haufens 
unterwirft, anders zu wählen haben^ je nachdem man gas- 
förmige^ tropfbarflüssige oder feste Körper darstellen wilL 
Aber auch' die Eigenschaften der sogenannten festen Körper 
wechseln yon FaU zu Fall noch in hohem Maße; man reicht 
daher nicht mit einem einzigen Bilde aus, um das physikalische 
Verhalten der festen Körper vollständig wiederzugeben. 

Das Kennzeichen des festen Körpers besteht darin, daß 
er seine Gestalt unter gewöhnlichen Umständen ziemlich genau 
beibehält. Bei vielen Untersuchungen sind die geringen Form- 
änderungen, die in Wirklichkeit immer eintreten, wenn man 
Kräfte auf den Körper einwirken läßt, von so geringem Ein- 
flüsse auf den Vorgang, den man gerade untersuchen will, daß 
es zulässig ist, ganz von ihnen abzusehen. Es genügt, in 
solchen FäUen, den Körper als einen Punkthaufen von un- 
veränderlicher Gestalt aufzufassen, und man bezeichnet ihn 
dann als einen starren Körper. 

Der starre Körper ist demnach, worauf wohl zu achten 
ist, nur ein zur Abkürzung und Vereinfachung der Betrach- 
tungen eingeführtes Bild der Mechanik. So wenig wie der 
materielle Punkt genügt der starre Körper vollständig zur 
Entscheidung aller Fragen, die sich über das Verhalten eines 
gegebenen Naturkörpers stellen lassen. Das neue Bild reicht 
zwar viel weiter, als das frühere, aber es ist noch nicht er- 
schöpfend. Es wäre also ganz irrtümlich, wenn man annehmen 
wollte, daß mit der Einführung dieses Begriffes in die Mechanik 
die Behauptung verbunden sei, daß wirklich in der Natur 
solche Körper vorkämen, die man unter allen Umständen als 
starr betrachten könnte. 

Jedenfalls trifft aber das Bild des starren Körpers für die 
Untersuchung jener Fälle vollständig und in aller Strenge zu, 
bei denen von vornherein bekannt ist, daß keine Gestalt- 
änderung eintritt. Dazu gehört namentlich der Fall des Gleich- 
gewichts und besonders der Fall der Ruhe. Zur Ruhe eines 
Körpers gehört, daß alle Teile in Ruhe seien, daß sich also 
auch die gegenseitige Lage der Teile nicht ändere. So lange 
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der Körper in Ruhe ist, verhält er sich also sicher immer 
wie ein starrer, und die Sätze der Mechanik starrer Körper 
.können mit voller Genauigkeit und Gewißheit auf ihn zur 
Anwendung gebracht werden. Dazu ist es gar nicht einmal 
nötig, daß der Körper im übrigen als ein fester zu betrachten 
sei. Auch eine Wassermasse kann, so lange sie in Ruhe bleibt, 
als starrer Körper aufgefaßt werden. Voraussetzung dafür ist 
in allen solchen Fällen nur, daß man sich hinreichende Ge- 
wißheit dafür verschafft hat, daß tatsächlich keine Gestalt- 
anderung eintritt. Immerhin ist aber die Zahl der Fälle, bei 
denen man von vornherein genau zu übersehen vermag, daß 
Gestaltänderungen entweder ganz oder doch nahezu ausge- 
schlossen sind, bei festen Körpern viel größer als bei flüssigen. 
In erster Linie stellt man sich daher unter einem starren 
Körper stets einen festen vor, der nur die Eigenschaft des 
Festseins in besonders hohem Grade besitzt oder der, wie man 
sich zuweilen ausdrückt, als absolut fest angesehen werden 
kann. 



§ 20. Iiehre von der Bewegung des starren Körpers. 

Von der Bewegung eines einzelnen Punktes kann sich 
jedermann aus der alltäglichen Erfahrung eine zutreffende 
Vorstellung machen, so lange wenigstens, als nur die Be- 
wegung gegen die feste Erde, die gewöhnlich als Aufstellungs- 
ort des Beobachters gewählt wird, in Frage kommt. Dagegen 
bedarf es einer besonderen Anleitung füi- die einfachste Auf- 
fassung der allgemeinsten Bewegung, die ein starrer Körper 
ausführen kann. Wer damit nicht vertraut gemacht wurde, 
vermag sich nur eine unklare und verschwommene Vorstellung 
von einem solchen Bewegungsvorgange zu machen, die nicht 
dazu geeignet ist, die dabei auftretenden Gesetzmäßigkeiten 
weiter zu erforschen. 

Die Aufgabe, um die es sich hier handelt, ist eine rein 
geometrische, und man hat daher die Lehre von der Bewegung 
eines starren Körpers oder auch beliebig vieler starrer Körper 
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gegeneinander als die Geometrie der Bewegung oder mit dem 
gleichbedeutenden griechischen Worte als die Kinematik der 
starren Körper bezeichnet. Oft wird die Kinematik als ein 
besonderer Wissenszweig, der. nur in lockerem Zusammen- 
hange mit der eigentlichen Mechanik steht, für sich behandelt. 
Gerechtfertigt wird dies durch den umstand, daß schon die 
blos geometrische Untersuchung der Bewegung ohne Rücksicht 
auf die Kräfte, die dabei ins Spiel kommen, eine Reihe merk- 
würdiger Beziehungen aufeudecken vermag. Auch an der 
Münchener Hochschule ist der Kinematik eine besondere Vor- 
lesung gewidmet und ich begnüge mich aus diesem Grunde 
damit, hier nur die einfachsten und für das Verständnis der 
übrigen Lehren der Mechanik unentbehrlichsten Sätze über die 
Kinematik des starren Körpers abzuleiten. 

Als allgemein bekannt dürfen die beiden einfachsten Be- 
wegungsarten eines starren Körpers angesehen werden, nämlich 
die Translation oder Verschiebung im engeren Sinne, auch 
Parallelverschiebung genannt, und die Rotation oder Drehung. 
Bei der Translation beschreiben alle Punkte des Körpers kon- 
gruente Bahnen. In jede spätere Lage kann man sich den 
Körper aus der Anfangslage auch dadurch übergeführt denken, 
daß man jeden Punkt in gerader Linie um gleich viel und in 
derselben Richtung verschiebt. Die Verbindungslinie von zwei 
materiellen Punkten bleibt daher bei jeder neuen Lage des 
Körpers parallel zu der Richtung, die sie in der Anfangslage 
hatte, woher die Bezeichnung der Translation als Parallel- 
verschiebung kommt. Zur Kennzeichnung der neuen Lage des 
Körpers genügt daher, falls man weiß, daß die Bewegung nur 
in einer Translation bestand, die Angabe einer einzigen ge- 
richteten Strecke, die von der Anfangslage irgend eines Punktes 
zu dessen Endlage gezogen ist. Gewöhnlich genügt es dann 
auch, den Körper überhaupt nur unter dem Bilde eines ein- 
zigen materiellen Punktes darzustellen, wie bei den Unter- 
suchungen des vorigen Abschnitts. Übrigens möchte ich noch 
ausdrücklich darauf aufmerksam machen, daß bei der Trans- 
lation alle Punkte des Körpers auch Kreise beschreiben können; 

Föppl, Einfahrnng in die Mechanik. 3. Aufl. 8 
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diese müssen aber dann alle gleich groß sein. Die kreisförmige 
Bewegung an sich ist also keineswegs, wie es bei flüchtiger 
Betrachtung scheinen könnte, auf die Rotation beschränkt. 

Zum Begriffe der Rotation gelangt man dadurch, daß man 
sich vorstellt, irgend zwei Punkte des starren Körpers seien 
während der Bewegung festgehalten. Dann müssen wegen der 
unveränderlichen Gestalt des Punkthaufens auch alle anderen 
Punkte, die auf der durch jene beiden gelegten Geraden ent- 
halten sind, an ihrem Orte bleiben. Diese Gerade heißt die 
Rotationsachse. Denkt man sich von irgend einem außer ihr 
liegenden Punkte des Körpers eine Senkrechte zur Rotations- 
achse gezogen, so muß sie, wiederum wegen der ünveränder- 
lichkeit der Körpergestalt, auch in jeder neuen Lage senkrecht 
zur Rotationsachse bleiben und ihre Länge kann sich nicht 
ändern. Die Senkrechte bildet also den Halbmesser eines 
Kreises, auf dem sich der zugehörige Punkt bewegt. Dem 
Absolutbetrage nach haben alle Punkte, die in gleichem Ab- 
stände von der Drehachse liegen, in jedem Augenblicke gleiche 
Geschwindigkeiten. Bei Punkten, die in verschiedenen Ab- 
ständen liegen, drehen sich die zur Rotationsachse gezogenen 
Senkrechten stets um gleiche Zentriwinkel; die Absolutbeträge 
der Geschwindigkeiten verhalten sich also wie die Abstände 
von der Drehachse. 

Zur Kennzeichnung jeder neuen Lage, die ein rotierender 
Körper einnehmen kann, genügt die Angabe der Drehachse 
und der Größe des Winkels, den irgend ein nach den vorher- 
gehenden Vorschriften gezogener Halbmesser von der Anfangs 
läge aus zurückgelegt hat. Nach einer vollen Umdrehung 
kehrt der Körper wieder in die Anfangslage zurück; wenn es 
sich nur um die Kennzeichung der augenblicklichen Lage 
handelt, kann man daher den Winkel 2:t beliebig oft von 
dem wirklich zurückgelegten Drehungswinkel subtrahieren oder 
ihn dazu addieren. Der Winkel, der die augenblickliche Lage 
beschreibt, sei (p und nach einem Zeitteilchen dt gleich q)-\-d(p] 
dann stellt das Verhältnis 

u = ^^ (55) 
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die auf die Zeiteinheit bezo£rene Zunahme des Drehunsswinkels 
im gegebenen Augenblicke oder die Winkelgeschwindigkeit 
dar. V^on diesem naheliegenden Begriffe ist schon im vorigen 
Abschnitte gelegentlich Gebrauch gemacht worden. Hieran 
knüpft sich sofort der Begriff der Winkelbeschleimigimg tr, 
der ans der Winkelgeschwindigkeit ebenso abgeleitet wird, 
wie die Beschleunigung aus der Greschwindigkeit bei der ge- 
radlinigen Bewegung. Wir verstehen also darunter das Ver- 
hältnis zwischen der Zunahme der Winkelgeschwindigkeit und 
dem Zeitteilchen, das währenddessen verstreicht, oder mit 
anderen Worten die auf die Zeiteinheit bezogene augenblick- 
liche Winkelgeschwindigkeitszunahme und setzen 

du d^tp ^.-..x 

«■ = dt = rff • (^*^) 

Zwischen dem Winkel wege, der Winkelgeschwindigkeit, der 
Winkelbeschleunigung und der Zeit gelten für die gleich- 
förmig beschleunigte oder gleichförmig verzögerte 
Rotation um eine feste Achse genau die in den Gleichungen 
(13) zusammengestellten Formeln für die geradlinige gleich- 
förmig veränderte Bewegung, sobald man die dort gebrauchten 
Bezeichnungen in dem jetzt in Frage kommenden Sinne deutet. 
Denn alle Betrachtungen, die zur Ableitung jener Formeln 
führten, lassen sich genau in derselben Weise auch für die 
rotierende Bewegung wiederholen. 

Mit der Erörterung der einfachen Translation und der 
einfachen Rotation ist aber die Untersuchung noch nicht ab- 
gethan. — Wir wollen jetzt eine beliebige ebene Bewegung 
des starren Körpers ins Auge fassen. Darunter ist eine Be- 
wegung zu verstehen, bei der jeder Punkt des Körpers eine 
Bahn beschreibt, die einer gegebenen Ebene parallel ist oder 
bei der er stets den gleichen Abstand von der gegebenen 
Ebene behält. Legt man irgend einen Schnitt durch den Körper 
parallel zu jener Ebene, so bewegt sich der Querschnitt nur 
innerhalb seiner eigenen Ebene, und man kennt die Bewegung 
des ganzen Körpers, sobald man die Bewegung irgend eines 
solchen Querschnitts in der eigenen Ebene anzugeben vermag. 
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Der QuerscLnitt bleibt während der Bewegung in seiner 
eigenen Ebene nach dem Begriffe des starren Körpers sich 
selbst kongruent. Man kann daher jede neue Lage dadurch 
kennzeichnen, daß man angibt, wohin irgend zwei beliebig 
ausgewählte Punkte A und B gelangt sind. Denn will man 
nachher wissen, wohin irgend ein dritter Punkt C gekommen 
ist, so braucht man nur über der Grundlinie AB in der neuen 
Lage ein Dreieck ABC zu konstruieren, das dem in der An- 
fangslage kongruent ist. Allerdings sind über der gegebenen 
Grundlinie AB zwei solche, zu verschiedenen Seiten und sym- 
metrisch zueinander liegende Dreiecke ABC möglich. Davon 
kann aber nur jenes in Betracht kommen, das sich mit dem 
Dreiecke in der Anfangslage durch bloße Verschiebung in der 

• 

eigenen Ebene zur Deckung bringen läßt. Um die Deckung 
mit dem anderen herbeizuführen, müßte man es zuvor aus der 
Ebene herausheben und es umwenden, was bei der ebenen 
Bewegung natürlich nicht in Frage kommen kann. In der 
Tat ist also durch diese Konstruktion die neue Lage jedes 

anderen Punktes eindeutig 
\ bestimmt, sobald man die 

Lage von irgend zwei Punk- 
ten kennt. 

Man kann nun leicht 
zeigen, daß die ebene Figur, 
die den Querschnitt bildet, 
aus der Anfangslage in jede 
spätere Lage auch durch eine 
einfache Drehung um einen 
gewissen Punkt übergeführt 
werden kann. Zu diesem 
Zwecke fasse man Abb. 21 
ins Auge, bei der A, B, C irgend drei Punkte in der Anfangs- 
lage, Äy B\ C dieselben materiellen Punkte in der Endlage 
bedeuten. Von der ganzen Figur sind der Einfachheit wegen 
nur drei Punkte gezeichnet; A und B sind jene, durch die 
man wie vorher die neue Lage der Figur vollständig zu be- 
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schreiben vermag, und C ist irgend ein dritter Punkt, der 
nur als Beispiel aus allen anderen ausgewählt wurde. Man 
ziehe zu den Verbiodungsstrecken AA' und BB' die Mittel- 
senkrechten und ermittle deren Schnittpunkt 0. Dann kann 
die Strecke ^jB in die neue Lage A'B' durch eine Drehung 
um den Punkt übergeführt werden. Um dies zu beweisen, 
ziehe man die Verbindungslinien OA, 0A\ OB, 0B\ Man 
findet, daß die Dreiecke OAB und OÄ B' kongruent sind, 
weil sie in drei Seiten übereinstimmen. Sie lassen sich daher 
durch Drehung um zur Deckung bringen. Sobald sich aber 
AB mit AB' deckt, decken sich auch die einander kongru- 
enten Dreiecke ABC und A'B'C, d. h. es decken sich über- 
haupt alle einander entsprechenden Punkte. 

Wenn AB' parallel za AB ist, fällt der Drehpunkt 
ins Unendliche. Eine Translation kann daher als eine Drehung 
um einen unendlich fernen Punkt aufgefaßt werden. 

Die Bewegung von AB in die neue Lage A'B' braucht 
in Wirklichkeit natürlich nicht in der Drehung um den Punkt 
bestanden zu haben; sie kann auch auf irgend einem anderen 
Wege vor sich gegangen sein. Denkt man sich aber bei 
irgend eiaer beliebigen ebenen Bewegung eine sehr große Zahl 
unmittelbar aufeinander folgender Lagen ausgewählt, so kann 
man die Figur aus jeder Lage in die folgende durch Drehung 
um einen zugehörigen Punkt überführen. Bei jeder folgen- 
den Bewegung wechselt im allgemeinen seine Lage. Wenn 
man die aufeinander folgenden Lagen der Figur hinreichend 
nahe beieinander und die Anzahl der Drehpunkte demnach 
groß genug wählt, kann man sich der wirklichen Bewegung 
so genau, als es nur irgend verlangt wird, anschließen. Um 
die wahre Bewegung ganz genau nachzuahmen, wird man 
freilich die Lagen unendlich nahe benachbart und die Zahl 
der nacheinander auftretenden Drehpunkte unendlich groß 
zu wählen haben. 

Jener Punkt 0, um den man sich die Figur in einem 
gegebenen Augenblicke gedreht denken muß, um sie in eine 
unendlich benachbarte Lage überzuführen, wird der äugen- 
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blickliche Drehpunkt oder das Momentanzentrum oder 
auch der Pol der Bewegung genannt. Man denke sich für 
eine beliebige ebene Bewegung zu jeder Lage den augenblick- 
lichen Drehpunkt angegeben. Alle diese Drehpunkte in der 
festen Ebene kann man sich durch eine Kurve verbunden 
denken, die eine Polkurve genannt wird. Außerdem kann 
man aber auch in der beweglichen Figur alle Punkte, die der 
Reihe nach mit dem augenblicklichen Drehpunkte zusammen- 
fallen, durch eine Linie miteinander verbinden. Dadurch erhält 
iDan eine zweite Polkurve und die Bewegung der Figur in 
tler Ebene kann nun als ein Rollen der mit der Figur ver- 
bundenen Polkurve auf der Polkurve in der festen Ebene be- 
schrieben werden. Von dieser Konstruktion macht man in 
vielen Fällen Gebrauch, um zu einer klaren Übersicht über 
«die Art der Bewegung zu gelangen. 

Eng verwandt mit der ebenen Bewegung ist die Be- 
wegung eines Körpers um einen festen Punkt-; man kann 
diese als eine Bewegung im Strahlenbündel bezeichnen. Zu- 
nächst läßt sich zeigen, daß der Körper bei dieser Bewegung 
aus einer Anfangslage in irgend eine neue Lage auch 
durch Drehung um eine durch den festen Punkt gehende 
Achse übergeführt werden kann. Man denke sich, ähnlich 
wie vorher einen ebenen Querschnitt, so jetzt einen kugel- 
förmigen Schnitt durch den Körper gelegt, dessen Mittel- 
punkt mit dem festen Punkte zusammenfällt. Alle materiellen 
Punkte des Körpers, die anfänglich auf dieser Kugelfläche 
lagen, müssen auch weiterhin auf ihr bleiben; der durch den 
Körper gelegte kugelförmige Schnitt kann sich daher nur 
innerhalb der eigenen Kugelfläche verschieben. Wenn die 
sphärische Bewegung einer mit dem Körper fest verbundenen 
sphärischen Figur bekannt ist, kennt man damit auch die Be- 
wegung des ganzen Körpers, denn von jener Figur aus kann 
der seiner Gestalt nach unveränderliche Körper jederzeit wieder 
konstruiert werden. Genau dieselben Schlüsse wie bei der 
ebenen Bewegung zeigen uns auch, daß es zur Kennzeichnung 
irgend einer neuen Lage der sphärischen Figur schon genügt, 
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wenn man zwei Punkte dayon angibt. Hier tritt nur die Be- 
schränkung hinza, daß die beiden Punkte nicht die Endpunkte 
desselben Durchmessers bilden dürfen. 

In Abb. 22 sei AB die Anfangslage^ A' B' die Endlage 
eines zu einem größten Kreise gehörenden Bogens^ der als 
Basis angesehen werden soll, yon der aus die ganze sphärische 
Figur auf Verlangen jederzeit konstruiert werden kann. Man 
lege durch den Eugelmittelpunkt zwei Ebenen, yon denen die 
eine die Verbindungslinie AA\ die andere BB' senkrecht hal- 
biert. In der Abbildung sind die Ebenen durch die größten 
Kreise angegeben^ nach denen sie die Kugelfläche schneiden. 





Abb. 22. 



Abb. 23. 



Der Schnittpunkt beider Kreise oder auch der ihm diametral 
gegenüberliegende zweite Schnittpunkt können als die Dreh- 
punkte für die sphärische Bewegung aus der Lage AB in die 
Lage A'B' angesehen werden. Der zugehörige Durchmesser 
ist die gesuchte Drehachse, um die man den Körper aus der 
Anfangslage in die beliebig gegebene Endlage drehen kann. 

Ausnahmsweise kann es zwar, wie in Abb. 23 angedeutet, 
auch vorkommen, daß die mittelsenkrechten Ebenen von AA' 
und BB' zusammenfallen. Dann braucht man aber nur die 
Bögen AB und A'B' zu verlängern, um den Pol und die 
dazu gehörige Drehachse zu finden. 

Auch alle ferneren Schlüsse, zu denen wir bei der Unter- 
suchung der ebenen Bewegung geführt wurden, lassen sich auf 
den vorliegenden Fall, der deshalb auch seither schon kürzer 
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erledigt werden konnte, unmittelbar übertragen. Namentlich 
läßt sich jede beliebig vorgeschriebene Bewegung um den festen 
Punkt dadurch zustande bringen, daß man nacheinander eine 
Reihe unendlich kleiner Drehungen um verschiedene Drehachsen 
ausführt. Die augenblickliche Drehachse heißt auch Momen- 
tanachse. Die Aufeinanderfolge aller Momentanachsen im 
festen Räume einerseits und aller mit dem bewegten Körper 
verbundenen Graden andererseits, die der Reihe nach mit der 
Momentanachse zusammenfallen, liefert zwei Kegel oder im 
Schnitte mit der Kugelfläche zwei sphärische Kurven. Jede 
beliebige Bewegung um den festen Punkt kann als ein Rollen 
der zugehörigen Achsenkegel oder der ihnen entsprechenden 
sphärischen Kurven aufeinander aufgefaßt werden. 

Hiemach ist die augenblickliche Bewegung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt vollständig gegeben, wenn man 
erstens die Lage der augenblicklichen Drehachse und zweitens 
die Winkelgeschwindigkeit der Größe und dem Sinne nach 
(ob rechts- oder linksherum) kennt. Dazu braucht man eine 
Richtung und eine mit Vorzeichen versehene numerische An- 
gabe. Beide können aber auch miteinander verbunden werden, 
indem man eine Strecke auf der Drehachse abträgt, die unter 
Zugrundelegung eines bestimmten Maßstabs die Größe der 
Winkelgeschwindigkeit angibt. Auch der Sinn, in dem die 
Drehung erfolgt, oder das Vorzeichen der Winkelgeschwindig- 
keit läßt sich hierbei zum Ausdrucke bringen. Wir wollen 
festsetzen, daß die Winkelgeschwindigkeit auf der Drehachse 
vom festen Punkte aus nach jener Seite hin abgetragen werden 
soll, von der aus gesehen die Bewegung mit dem Sinne der 
Uhrzeigerbewegung übereinstimmt. Natürlich ist diese Verein- 
barung ganz willkürlich; sie könnte ebenso gut durch die ent- 
gegengesetzte ersetzt werden. 

Hiermit ist die Winkelgeschwindigkeit der augenblicklichen 
Bewegung als eine gerichtete Größe definiert. Um dies hervor- 
zuheben, benutze ich zu ihrer Bezeichnung im folgenden den 
Buchstaben tt, während u nach wie vor den absoluten Betrag 
von u bedeatet. 
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Wir wollen jetzt die Greschwindigkeit H eines beliebigen 
Punktes des Körpers nach Größe und Richtung berechnen, 
wenn tt und die Lage des Punktes gegeben sind. In Abb. 24 
sei der feste Punkt, tt gebe die Richtung der Momentan- 
achse und zugleich Größe und Sinn der Winkelgeschwindigkeit 
an und A sei ein beliebig ausgewählter Punkt des Körpers. 
Um die Lage von Ä festzulegen, ziehe ich von Ä nach 
einen Radiusvektor t, der in diesem Sinne gezählt werden soll. 
Die Geschwindigkeit ti steht zunächst senkrecht zu der durch 
A und die Drehachse gelegten Ebene. Der Pfeil von ti, der 
nach hinten zu gehend zu denken ist, ist in die axonome- 
trische Figur so eingetragen, wie 
es den vorher getroffenen Fest- 
setzungen über die Bedeutung des 
Pfeiles von tt entspricht. Die Größe 
V von H folgt aus dem Begriffe 
der Winkelgeschwindigkeit zu 

wobei rsing) die Länge der von Ä 

auf tt gefällten Senkrechten angibt. 

Der Wert von v stimmt aber mit 

der Größe des äußeren Produkts 

von tt und t überein. Außerdem 

fällt auch die Richtung dieses 

äußeren Produkts nach dem, was 

früher darüber ausgemacht wurde, 

mit der Richtung von H zusammen. 

Die Geschwindigkeit tl ist daher für jeden Punkt des Körpers 

im gegebenen Augenblicke nach Größe und Richtung gleich 

dem äußeren Produkte aus tt und r oder 




Abb. 24. 



ü=V« 



r. 



(57) 



Das äußere Produkt war das Symbol für das statische Mo- 
ment. Wir können daher Gl. (57) auch dahin aussprechen, daß 
die Geschwindigkeit jedes Punktes gleich dem statischen Mo- 
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mente der im festen Punkte abgetragenen Winkelgeschwindig- 
keit für jenen Punkt als Momentenpunkt ist. 

In manchen Fällen ist es bequemer, die Radienvektoren 
nicht von Ä nach 0, sondern im umgekehrten Sinne zu zäh- 
len, sodaß der feste Punkt der gemeinsame Anfangspunkt aller 
Radienvektoren ist. Bezeichnet man einen in diesem Sinne 
gerechneten Radiusvektor mit r', so ist r' = — r und öl. (57) 

geht über in 

t^ Vur' = Vt'tt. (58) 

Bei der letzten Umformung ist davon Gebrauch gemacht, daß 
sich die Richtung eines äußeren Produkts bei der Vertauschung 
der Faktoren umkehrt. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir auch zur Behand- 
lung der allgemeinsten Bewegung übergehen, die ein starrer 
Körper auszuführen vermag. Man greife irgend einen Punkt 
in der Anfangslage heraus. In seine Endlage kann der starre 
Körper dann jedenfalls auch dadurch übergeführt werden, daß 
man ihm erst eine Translation erteilt, durch die der Punkt 
in seine neue Lage gebracht wird, worauf man ihn noch einer 
Rotation um den Punkt in der neuen Lage unterwirft. Die 
Reihenfolge dieser beiden nacheinander erfolgenden Bewegungen 
kann ohne Änderung des Resultats vertauscht werden und man 
kann sich daher auch vorstellen, daß beide gleichzeitig aus- 
geführt werden. Da die Auswahl des Punktes beliebig ist, 
kann man demnach die wirkliche Lagenänderung auf unendlich 
viele Arten in eine Translation und eine Rotation zerlegen. 

Damit die Bewegung mit der wirklich ausgeführten auch 
in den Zwischenlagen genau übereinstimme, wird man, wie in 
den vorhergehenden Fällen, die beschriebene Zerlegung für jeden 
Übergang in eine unendlich benachbarte Lage von neuem zu 
wiederholen haben. Wir wollen daher unser Augenmerk weiter- 
hin auf eine unendlich kleine Lagenänderung richten. Die Ge- 
schwindigkeit von sei im gegebenen Augenblicke ö^; der 
Weg von ist dann während des Zeitelementes dt gleich t^^dt. 
Außer diesem Wege, den bei der Translation alle Punkte in 
gleicher Größe und Richtung mitmachen, kommt für die übrigen 
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Punkte noch der durch die Rotation bedingte Weg hinzu. 
Dieser wird aus 61. (57), die für die Rotation um gilt, durch 
Multiplikation mit dt gefunden. Der wirklich während d^ zurück- 
gelegte Weg irgend eines Punktes A ist gleich der geome- 
trischen Summe aus beiden in dieser Weise festgestellten Einzel- 
bewegungen. Daraus erhält man aber nachträglich die Ge- 
schwindigkeit des Punktes A im gegebenen Augenblicke nach 
Größe und Richtung, wenn man den Faktor dt wieder streicht 
Für den allgemeinsten Bewegungszustand eines starren Körpers 
gilt hiemach die Beziehung 

^ = ^0 + Vttt = Ho +Vt'tt, (59 

wobei wieder r der von A nach 
und r' der in umgekehrter Rich- 
tung gezogene Radiusvektor ist. 

Die Wahl des Punktes 0, von 
dem wir bei der Beschreibung der 
Bewegung ausgingen, war ganz 
willkürlich. Man wird sich jetzt 
zu fragen haben, welche Ände- 
rung dadurch herbeigeführt wird, 
daß man für einen anderen 
Punkt 0' nimmt. Der von O nach 
gezogene Radiusvektor (vgl. Abb. 25) 

sei a, und der von A nach 0' gezogene sei jf. Dann ist nach 
dem Begriffe der geometrischen Summe 

if = r — a. 

Femer möge die Geschwindigkeit des Punktes 0' mit Öq' be- 
zeichnet werden. Dann hat man durch Anwendung von Gl. (59) 
auf die beiden Punkte A und 0' die Gleichungen 

ö = tio+Vur 

öo' = ^o+Vutt. 

Durch Subtraktion beider Gleichungen voneinander und Be- 
achtung der vorher für iel aufgestellten Gleichung erhält man 

ö-tio'==Vu(r-tt)=Vtt^, 




Abb. 25. 
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also auch 

Die letzte Gleichung stimmt formal vollständig mit Gl. (59) 
überein, sobald wir diese auf 0' als Anfangspunkt beziehen. 
Das war natürlich nicht anders zu erwarten. Dagegen finden 
wir hiermit zugleich, daß sich tt nicht ändert, wenn wir einen 
anderen Anfangspunkt wählen. Wie wir also auch die ge- 
gebene Lagenänderung in eine Translation und eine Rotation 
zerlegen, die zugehörige Winkelgeschwindigkeit u wird davon 
nicht beeinflußt, während die Translationsgeschwindigkeit Üq 
von der Lage des Bezugspunktes abhängig ist. 

Man kann sich ferner fragen, wie man den Bezugspunkt 
wählen muß, um die Beschreibung der Bewegung zu einer mög- 
lichst einfachen zu machen. Wir wissen schon, daß tt davon nicht 
berührt wird; dagegen können wir durch passende Wahl von 
der Translationsgeschwindigkeit Hq einen einfacheren Wert erteilen. 
Aus der schon vorher gebrauchten Gleichung 

tJo^^o + Vtta 

folgt, daß sich Hq und Hq' um ein Glied unterscheiden, das senk- 
recht zu tt und zu ü steht. Nun können wir a nach Größe und 
Richtung beliebig wählen; jedenfalls bleibt aber der Unterschied 
zvdschen Öq und Hq' senkrecht zu der ein für alle Male feststehen- 
den Richtung von tt. Daraus geht hervor, daß Öq und Üq' jeden- 
falls gleiche Projektionen auf die Richtung von tt haben. Zerlegen 
wir also die Geschwindigkeiten aller Punkte des Körpers in eine 
Komponente parallel zu tt und in eine dazu senkrecht stehende, 
so ist die erste Komponente für alle Punkte gleich, während der 
zweiten durch passende Wahl von ü jede beliebige Größe imd jede 
in einer zu tt senkrechten Ebene enthaltene Richtung gegeben 
werden kann. 

Es kann sich zufälligerweise so treffen, daß schon Üq senk- 
recht zu tt stand, also keine Komponente in der Richtung von tt 
hatte. Dann sind auch alle anderen Geschwindigkeiten tl senk- 
recht zu tt, also parallel zu einer Ebene, die zu tt senkrecht ge- 
zogen ist. Die Bewegung ist dann im Augenblicke eine ebene 
und wir wissen aus den für diese durchgeführten Betrachtungen, 
daß sie als eine einfache Rotation um eine bestimmte Momentan- 
achse aufgefaßt werden kann. 

Im anderen Falle führt eine andere Zerlegung als die bisher 
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gebrauchte zur einfachsten Beschreibung der Bewegung. Jeder 
Punkt hat nämlich, wie wir sahen, dieselbe Geschwindigkeitskom- 
ponente in der Richtung von lt. Sondern wir diese ab, so bleibt 
nur noch eine Komponente parallel zu einer Ebene, die senkrecht 
zu U gezogen ist. Wir können also die Bewegung zerlegen in 
eine ebene Bewegung, die auch als Rotation um eine bestimmte 
Momentanachse aufgefaßt werden kann, und in eine Translation 
parallel zu dieser Momentanachse. Mit der früheren Beschreibung 
fällt die jetzt gefundene zusammen, wenn wir den Bezugspunkt 
auf die Momentanachse legen 

Das Zusammenwirken einer Rotation um eine Achse und einer 
Translation parallel zu dieser Achse wird aber als eine Schrauben- 
bewegung bezeichnet. Jede beliebige unendlich kleine Lagen- 
änderung eines starren Körpers kann daher als eine 
Elementarschraubenbewegung oder kürzer als eine 
Schraubung aufgefaßt werden. Die einfache Rotation und 
die einfache Translation sind in diesem allgemeinsten Falle als 
SpezialföUe mit enthalten; sie gehen daraus hervor, indem man die 
andere der beiden Bewegungskomponenten gleich Null setzt. 

Auch die Lage der Schraubenachse im gegebenen Augenblicke 
kann aus den früheren Beziehungen berechnet werden. Man suche 
dazu einen Punkt auf, dessen Geschwindigkeit tl parallel mit tt ist. 
Für ihn muß das äußere Produkt aus tt und H gleich Null sein. 
Der von dem gesuchten Punkte nach dem anfänglich gewählten 
Bezugspunkte gezogene Radiusvektor t muß daher nach Gl. (59) 
die Bedingung 

0=Vttlio + VttVttr 

erfüllen. Der einfacheren Ausrechnung wegen wollen wir speziell 
jenen Punkt der Schrauben achse aufsuchen, der mit in einer zu tt 
senkrechten Ebene liegt. Dann steht das gesuchte X senkrecht 

zu tt; das äußere Produkt Vttt hat daher die Größe ur und steht 
senkrecht zu der durch tt und X gelegten Ebene. Multiplizieren 
wir damit nochmals auf äußere Art die Winkelgeschwindigkeit tt, 
wie es in der Gleichung vorgeschrieben ist, so erhalten wir einen 
Vektor von der- Größe u^r^ der nun in die mit X entgegengesetzte 
Richtung fällt, wie aus Abb. 24 leicht entnommen werden kann, 
wenn man sich in dieser r senkrecht zu tt gezogen vorstellt. Die 
Auflösung der vorhergehenden Gleichung liefert daher 

und damit ist, wenn tt und Hq gegeben waren, die Lage des ge- 
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suchten Punktes bekannt. Die durch diesen Punkt parallel zu U 
gezogene Gerade ist die Schraubenachse. 

Diese Betrachtungen lassen sich noch nach manchen an- 
deren Richtungen hin erganzen und erweitem. Ich strebe 
aber hier, wie ich schon von vornherein bemerkte, keine er- 
schöpfende Darstellung an und begnüge mich daher, nur noch 
einige einfache Bemerkungen dazu zu fügen. 

Zunächst mache ich darauf aufmerksam, daß der augen- 
blickliche Bewegungszustand eines starren Körpers vollständig 
durch die Angabe von zwei gerichteten Größen u und Öq, 
bezogen auf einen willkürlichen Bezugspunkt, beschrieben 
werden kann. Die Kennzeichnung einer gerichteten Größe er- 
fordert aber drei Zahlenangaben; im ganzen haben wir also sechs 
numerische Werte zur Beschreibung des Bewegungszustandes 
nötig. Sobald nur einer von diesen Werten geändert wird, 
ändert sich damit die ganze augenblickliche Bewegung. Jede 
der sechs Zustandszahlen kann selbst unendlich viele Werte an- 
nehmen; man drückt daher die Anzahl der verschiedenen mög- 
lichen Bewegungsarten in leicht verständlicher Weise dahin aus, 
daß man sie gleich oo^ setzt. Sind alle sechs Werte zufällig 
gleich Null, so heißt dies, daß sich der Körper im Augenblicke 
gar nicht bewegt oder daß er ruht. Um den Zustand der 
Ruhe zu beschreiben, werden also auch sechs Bedingungen zu 
erfüllen sein. Man erhält hiernach eine deutliche Vorstellung 
der verschiedenen Bewegungsmöglichkeiten auch durch die 
Aussage, daß ein starrer Körper sechs Freiheitsgrade hat. 
Was damit gemeint ist, geht aus den vorausgehenden Er- 
örterungen hervor, die mit dieser Aussage nur in anschau- 
licher Sprache zusammengefaßt werden sollen. 

Ein Körper, der sich um ein Kugelgelenk in einem festen 
Gestelle bewegen kann, hat hiernach nur drei Freiheitsgrade, 
denn für den Kugelmittelpunkt muß t^Q = sein. Ein Körper, 
der sich nur um eine feste Achse zu drehen vermag, hat nur 
einen Freiheitsgrad. Man stelle sich vor, daß man irgend 
einen als starr zu betrachtenden Körper in die Hand nimmt. 
Wenn es möglich sein soU^ ihn in jede beliebige benachbarte 
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Lage ohne Bewegung des Rumpfes überzufiiliren, muß die 
Hand gegen den Rumpf unseres Körpers sechs Freiheitsgrade 
besitzen. Dies ist in der Tat durch die Aufeinanderfolge der 
verschiedenen Gelenke erreicht. Bei manchen Tieren sind die 
unserem Arme entsprechenden Glieder in Teile zerlegt, die sich 
gegeneinander nur um eine vorgeschriebene Achse bewegen 
können. Wenn das Endglied innerhalb eines beschränkten Um- 
kreises in jede beliebige Lage gebracht werden soll, müssen 
sechs solche Gelenke zwischen den Rumpf und das Endglied 
geschaltet sein und zwar dürfen die Gelenkachsen offenbar 
nicht alle parallel zueinander sein. 

Schließlich mag noch auf die Möglichkeit der Zusammen- 
setzung verschiedener Drehungen, die ein Körper nacheinander 
oder auch gleichzeitig ausführt, hingewiesen werden. Von 
vornherein will ich aber dabei bemerken, daß die ausführliche 
Untersuchung der Drehungen sowohl vom rein kinematischen 
als noch mehr vom vollständigen mechanischen Standpunkte 
aus das schwierigste Kapitel der ganzen Wissenschaft der 
Mechanik bildet. Es liegt daher auf der Hand, daß ich mich 
hier nur mit den einfachsten 
dabei in Frage kommenden Be- 
trachtungen beschäftigen kann. 

Vor allem ist darauf auf- 
merksam zu machen, daß die 
Reihenfolge von zwei nachein- 
ander vorzunehmenden endlichen 
Drehungen um Achsen, die im 
Räume festliegen, nicht ge- 
ändert werden darf. So mögen 
in Abb. 26 OÄ, OB, OC drei 
zueinander senkrechte Halbmes- 
ser sein und es sei zuerst eine 

Drehung um einen rechten Winkel um die Achse OB und 
dann eine ebenfalls rechtwinklige Drehung um OC vorzu- 
nehmen. Der Sinn der Drehung sei in jedem Falle durch die 
Richtung der Strecken OB und OC nach den früher dafür 
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getroffenen Abmachungen angegeben. Man betrachte etwa den 
Punkt Ä der Kugelfläche. Die erste Drehung um OB führt 
ihn nach C und bei der zweiten Drehung ändert er seine 
Lage nicht mehr, weil C" selbst auf der Drehachse OC liegt. 
Kehrt man dagegen die Reihenfolge der beiden Drehungen um, 
so führt die erste Drehung um OC den Punkt Ä nach B und 
bei der zweiten Drehung um OB bleibt er in dieser Lage, 
In der Tat ist also das Endergebnis der beiden aufeinander 
folgenden Drehungen ein ganz verschiedenes je nach der 
Reihenfolge. 

Zwei in bestimmter Reihenfolge nacheinander ausgeführte 
endliche Drehungen kann man auch durch eine einzige resul- 
tierende Drehung ersetzen. Schon die Aufgabe der Ermittelung 
dieser resultierenden Drehung ist keineswegs einfach; sie soll 
hier nur für die vorher besprochene Aufeinanderfolge der 
rechtwinkligen Drehungen um OB und OC in Abb. 26 gelöst 
werden. Wir sahen schon, daß A nach Vornahme dieser beiden 
Drehungen nach C gelangt. Der Punkt B bleibt bei der ersten 
Drehung in Ruhe und bei der zweiten Drehung gelangt er 
nach A\ Der Bogen AB geht also schließlich in die Lage 
CA' über. Zur Ermittelung der Richtung der Drehachse, um 
die man unmittelbar aus der Anfangs- in die Endlage über- 
drehen kann, verfahre ich so, wie es in Abb. 22 (S. 119) an- 
gegeben war. Hiemach wird die Achse der resultierenden 
Drehung als Schnitt der beiden mittelsenkrechten Ebenen von 
AC und BA' gefunden. Die Ausführung der Konstruktion 
liefert auf der Kugeloberfläche den in die Abb. 26 einge- 
tragenen Punkt D und OD ist die resultierende Drehachse. 
Der Drehungswinkel beträgt 120® oder jjt. 

Diese Betrachtungen vereinfachen sich indessen erheblich, 
wenn die Drehungen, die man zusammensetzen soll, nur im- 
endlich klein sind. Man denke sich etwa in Abb. 26 immer 
noch um die beiden Achsen OB und OC, aber um unendlich 
kleine Winkel gedreht. Irgend ein Punkt A verschiebt sich 
bei der ersten Drehung um einen unendlich kleinen Bogen. 
Denkt man sich die zweite Drehung zuerst ausgeführt, so er- 



tialir masL ^en auiitireu aaemilieii kiemeu Boj^t^u ais. Weg dtj^i 
pTüktPs« A auf der hLiijiömuehe. Wtjüu daget^tju die zweite 
DnAiiTig: ärfoiur. auehdem die en*te scuou vorgeuommtni war, 
wird «ler von A ^urickiCHieia?» Bogtm etwasj^ audeiH aucvtalieii, 
d«ni A hat ^eine Lmsti aur 4weifceu Ureiiachcie iiifolgtj di^v 
wnranHgggaaigBiitai Bewey:uxiüC tjtwikj. geimdett. Der Uuiier schied 
iHf ;U)«r nur imfimilich kiein von der /^weite« Oidiiuiig, d<?uii 
«üfr Lai^ v^oiL A zur Or^huehöe imterscheidec sich m beiden 
Flilen. von vamherein wir uneudJich weüig und dazu ti^mjiiti, 
daÜ 3aiv.h dit^^e Drehmisi itur um eiiitj^ii uiieudiich kleiJuitjH 
Winküi v^orü^nooimen: wird 

Abiif^sehen von nuefidlieh kleinett GivÜen höhetvr i^h-dnun^ 
Isd e» daher auch gUichgaltiig, in welcher Keih«^'<^Ige uiau 
xwm imtaidlich klein«? Lhrehaugen uaoheiJöLünder v<,>ruiuu.mt;. Miujt 
ksunn Ä<!ii daJhör aach beide gleichzeit;ig »u^igetühcü d^ukcu; 
i k. es hati einen eindeutig betj^simutueu Suiu, vveau. m<tiU aütg^^ 
däb^ bei einer nnendLieiL kleinen Lö^geuäudefuug Äwei l>i'vhuwg^Ä 
um. g»^^ebene Achten imd .s^?geben<e kleiue Wiukel zugleich 
aniäselfikrt worden s^ieu. Au^ vle»r KiueudUvh kleiueu Lckgeu- 
inderong b«-i der Drehimg ergibt sich vlurvh Uivisii^v^ ^uit deui 
ziagehorigen Zeitelemente die WixxkelgVisiv^hwiudigk^it. M^u 
kann daher auch ^ViIlkelg\^^i\*h\vindigkeit04^ uui vevtsiohi^Hle^^^^ 
Äelisen als gleichzeitig besteheud autYiissew und sie kA\\\^ Uüv k- 
sieht auf die Reihenfolge äu einer nvs\dtievendeu Wiukel 
gesehwindigkeit Tereinigen» 

Man nehme an, daß ein Körper hei der He\veg\u\g \uu 
einen festen Punkt zugleich »wei WiMkelgeHohwindigkeiteu 
«1 und «2 um verschiedene Achsen besitze. Uie tJeaohwimlig- 
keit irgend eines Punktes .1 infolge einer dieser heiden Hotu- 
tionen kann nach (t1. (57) berechnet vvenUni, Uie rt^nultiereude 
Geschwindigkeit von Ä ist gleich der getnnetrischeu Suunue 
der beiden Einzelgeschwindigkeiten, Miui hat also 

ö—Vuir+Vugt -V(Ui-t uJv-Vuv. 

Daraus erkennt man, daß die reHultierende WliikelgeHchwiiidig 
keit u gleich der geometrischen Sunune von 11^ und ||^ i«t. 

Föppl, Einführung in die Mecliaulk. Ü. AuH. U 
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Winkelgeschwindigkeiten werden also genau so zusammen- 
gesetzt wie Kräfte. Daß dies bei endlichen Drehungen nicht 
zutriffl, haben wir an dem Beispiele der Abb. 26 gesehen. 

Umgekehrt kann eine gegebene Winkelgeschwindigkeit 
hiemach auch in Komponenten zerlegt werden und man macht 
davon namentlich beim Rechaen mit Anwendung eines Koor- 
dinatensystemes Gebrauch. Die Winkelgeschwindigkeit wird 
in diesem Falle auf die drei Koordinatenrichtungen projiziert 
und man kann sich nun die wirkliche Bewegung im gegebenen 
Augenblicke durch ein Zusammenwirken von Drehungen um 
die drei Parallelen zu den Koordinatenachsen mit den so be- 
rechneten Winkelgeschwindigkeitskomponenten ersetzt denken. 

Auch unendlich kleine Drehungen um zwei sich nicht schnei- 
dende Achsen lassen sich leicht zu einer resultierenden Bewegung 
zusammensetzen. Hat man nämlich zwei Punkte und 0', durch 
die zwei Drehachsen mit den zugehörigen Winkelgeschwindigkeiten 
U und u' gelegt sind, so verlege man für die Beschreibung der 
Drehung U den Bezugspunkt von ebenfalls nach 0\ Man er- 
hält dann eine Translationsgeschwindigkeit Öq' in Verbindung mit 
zwei Drehungen U und u' um Achsen, die beide durch 0' gehen 
und hier zu einer resultierenden Drehung zusammengesetzt werden 
können. Waren U und u' parallel zueinander, so ist die Bewegung 
eine ebene und die zugehörige Momentan achse kann leicht auf- 
gesucht werden; sie ist ebenfalls parallel zu tt und u' und liegt 
in der durch beide Achsen gelegten Ebene. Ein besonderer Fall 
liegt vor, wenn U und tt' von gleicher Größe und entgegengesetzt 
gerichtet sind. Die resultierende Bewegung besteht dann in einer 
einfachen Translation. Um dies zu erkennen, denke man sich die 
Punkte und 0' auf beiden Achsen in einer senkrecht zu diesen 
stehenden Ebene gewählt und bezeichne den von 0' nach ge- 
zogenen Radiusvektor, wie in Abb. 25, mit a. Für irgend einen 
Punkt A^ von dem die Radien vektoren r und § nach und 0' 
gezogen sind, erhält man dann 

H = Vur + Vtt'g = Vttr - Vttg = Vtt(r - g) = Vua . 

In der Tat hat also jeder Punkt des Körpers nach Richtung und 

Größe die gleiche Geschwindigkeit Ö = Vutt. Der Absolutwert 
der Translationsgeschwindigkeit ist gleich ua\ sie steht senkrecht 
zu der durch beide Drehachsen gelegten Ebene und geht nach 
jener Seite hin, von der aus gesehen die Pfeile von tt und tt' im 
Uhrzeigersinne gerichtet erscheinen. 
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Ich bin in diesem Paragraphen etwas ausführlicher ge- 
worden, als es für eine erste Einführung in den Gegenstand 
erforderlich ist. Der Leser, dem die eine oder andere Be- 
trachtung noch nicht ganz verständlich geworden sein sollte, 
kann daher ohne Schaden einstweilen darüber hinweggehen. 
Man macht sich mit diesen Dingen am besten vertraut, wenn 
man sie öfters von neuem in Angriff nimmt und so durch 
allmähliche Gewöhnung der Vorstellung über die Schwierig- 
keiten der räumlichen Anschauung hinwegkommt, mit denen 
man anfänglich zu kämpfen hat. 



§ 21. Gleichgewicht der Kräfte am starren Körper. 

Von einem starren Körper sagt man, daß er im Gleich- 
gewichte sei, wenn er entweder in Ruhe ist oder wenn er 
eine geradlinige Translationsbewegung mit konstanter Ge- 
schwindigkeit ausführt. Vom Gleichgewichte des Körpers ist 
aber das Gleichgewicht der an ihm wirkenden Kräfte wohl 
zu unterscheiden. Von gegebenen Kräften sagt man nämlich 
auQh immer dann, daß sie sich im Gleichgewichte halten, 
wenn die weitere Bewegung des Körpers genau so erfolgt, als 
wenn die ins Auge gefaßten Kräfte nicht an ihm angebracht 
wären. 

Wenn der Körper von Anfang an ruhte und alle Kräfte, 
die an ihm angreifen, im Gleichgewichte miteinander stehen 
soUen, muß er demnach auch ferner in Ruhe bleiben. Im 
anderen Falle, wenn der Körper also in beliebiger Bewegung 
begriffen ist, beachte man, daß die Kräfte eine Abänderung 
der ohne ihr Zutun erfolgenden weiteren Bewegung veranlassen 
müßten, wenn sie nicht im Gleichgewichte miteinander wären. 
Nach dem in § 12 besprochenen Grundsatze der Unabhängig- 
keit der Bewegungen voneinander haben wir dann zu schließen, 
daß eine Abänderung der Bewegung infolge dieser Kräfte 
immer eintreten müßte, gleichgültig, welche Bewegung der 
Körper anfänglich besaß. Kräfte, die an einem beliebig be- 
wegten Körper nicht im Gleichgewichte sind, könnten also 

9* 
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auch an dem Körper, wenn er ruhte, nicht im Gleichgewichte 
sein. Umgekehrt kann ein System von Kräften, das am ruhen- 
den Körper im Gleichgewichte ist, auch am bewegten Körper 
keine Änderung des Bewegungszustandes herbeiführen. Um 
zu entscheiden, ob sich gegebene Kräfte im Gleichgewichte 
miteinander halten, genügt es daher stets, sich den Körper in 
der augenblicklichen Lage in Ruhe vorzustellen und zu unter- 
suchen, ob er dann unter dem Einflüsse jener Kräfte auch 
ferner in Ruhe bleibt. '^ 

Von außen her kann eine Kraft auf einen Körper ent- 
weder in der Art übertragen werden, daß alle Massenteilchen 
des Körpers unmittelbar und gleichartig von ihr ergriffen 
werden oder so, daß die Kraft unmittelbar nur an einzelnen 
Stellen und zwar an der Oberfläche des Körpers übertragen 
wird. Im ersten Falle nennt man die Kraft eine Massenkraft 
und das wichtigste Beispiel dafür ist das Gewicht des Körpers, 
das sich auf alle Massenteilchen gleichmäßig verteilt. Wenn 
nur Kräfte dieser Art einwirken, genügt es gewöhnlich, den 
Körper als einen materiellen Punkt aufzufassen. Wenn wir 
dagegen mit Hilfe unseres eigenen Körpers, also etwa mit der 
Hand, eine Kraft auf einen anderen Körper übertragen wollen, 
können wir dies nur tun, indem wir den Körper anfassen 
und an der Berührungsstelle die Kraft ausüben. Die Kraft 
wirkt dann zunächst nur auf die unmittelbar ergriffenen Ober- 
flächenteile ein; wegen des starren Zusammenhangs des ganzen 
Körpers beeinflußt sie aber zugleich den Bewegungs- oder den 
Gleichgewichtszustand aller übrigen Massenteile des Körpers. 

Tatsächlich verteilt sich in allen diesen Fällen die Kraft 
unmittelbar entweder über ein gewisses Volumen (wenn sie 
eine Massenkraft ist) oder über einen gewissen Teil der Ober- 
fläche (wenn sie eine Oberflächenkraft ist). Man kann aber 
im letzten Falle die Berührungsfläche sehr klein wählen, sodaß 
sich die Angriffsstelle der KJraft nur über einen ganz kleinen 
Umkreis erstreckt. Man kommt dann dem wirklichen Vorgange 
schon sehr nahe, wenn man sich die ganze Kraft in einem 
einzigen Punkte vereinigt denkt. Dieser Punkt heißt der An- 
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griffspunkt und die Kraft ist hinreichend beschrieben, wenn 
wir ihre Größe, ihre Richtung und ihren Angriffspunkt kennen. 
Wenn die Fläche, auf die sich die Kraft verteilt, zu groß ist, 
als daß diese Beschreibung genügen könnte, denken wir sie 
uns in kleine Flächenelemente eingeteilt und fassen nur die zn 
jedem Flächenelement gehörige Kraftübertragung zu einer kon- 
zentrierten Kraft zusammen, deren Angriffspunkt innerhalb des 
Flächenelementes liegt. Wir haben dann ebensoviel Einzel- 
kräfte als Flächenelemente. Dadurch, daß man sich die Flächen- 
elemente genügend klein denkt, kann man sich dem wirklichen 
Vorgange so genau anschließen, als es nötig erscheint. 

Auch mit einer Massenkraft können wir ähnlich verfahren. 
So können wir uns das Gewicht des Körpers über die ein- 
zelnen Volumenelemente verteilt denken und das Gewicht jedes 
Volumenelementes als eine Einzelkraft ansehen, deren Angriffs- 
punkt irgendwo innerhalb des Volumenelementes liegt. Diese 
Zurückführung der ganzen Kraftäußerung auf ein System von 
Einzelkräften steht im Zusammenhange mit der Auffassung 
eines Körpers als eines Haufens materieller Punkte. Als An- 
griffspunkte der Einzelkräfte sind die Punkte dieses Haufens 
zu wählen und je größer die Zahl der materiellen Punkte ist, 
in die wir uns den Körper zerlegt denken, um so mehr Einzel- 
kräfte müssen wir auch zur Darstellung der ganzen Kraft- 
äußerung wählen. 

Eine Kraft, die selbst nur an einem einzelnen materiellen 
Punkte des Haufens angebracht wird, beeinflußt trotzdem den 
Bewegungszustand des ganzen Körpers; sie wird daher auch 
als eine an dem Körper angebrachte Kraft bezeichnet. Der 
unmittelbar ergriffene Punkt kann wegen des Zusammenhangs 
mit den übrigen der Kraft nicht frei folgen; er selbst wird 
also durch diesen Zusammenhang gehemmt und die übrigen 
werden von ihm mitgenommen. Auch jeder andere Punkt 
des Körpers bewegt sich demnach nicht so, als wenn nur 
die unmittelbar von außen her an ihm angebrachten Kräfte 
tätig wären. Jeden Einfluß, der bestimmend auf die Bewegung 
eines materiellen Punktes einwirkt, bezeichnen wir aber als 
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eine Kraft. Wir erkennen daraus, daß außer den unmittelbar 
von außen her an den materiellen Punkten des Körpers an- 
gebrachten Kräften auch noch andere zwischen den materiellen 
Punkten selbst wirkende auftreten müssen, durch die der Zu- 
sammenhang aufrecht erhalten wird. Diese Kräfte bezeich- 
nen wir als innere. 

Bisher war gewöhnlich nur von Kräften die Rede, die 
auf einen bestimmten materiellen Punkt wirkten, ohne Rück- 
sich darauf, woher sie stammten. An dieser Stelle muß aber 
darauf hingewiesen werden, daß der Erfahrung nach jede Kraft- 
äußerung, die wir an einem Körper — den wir uns auch als 
materiellen Punkt denken können — beobachten, von einem 
anderen Körper ausgehen muß. Zugleich lehrt die Erfahrung, 
daß diese Kraftäußerung nicht einseitig erfolgen kann; auch 
der zweite Körper erfährt eine Kraftäußerung, die von dem 
ersten ausgeht. Den Inhalt dieser Erfahrungen faßt das Ge- 
setz der Wechselwirkung oder das Prinzip der Aktion 
und Reaktion zusammen. Gewöhnlich spricht man es so 
aus, daß zwischen zwei materiellen Punkten eine Kraftüber- 
tragung nur in der Weise erfolgen kann, daß jeder Punkt auf 
den anderen eine Kraft ausübt, deren Richtungslinie mit der 
Verbindungslinie beider Punkte zusammenfällt, und daß beide 
Kräfte gleich groß und entgegengesetzt gerichtet sind. Es 
kann freilich ein Zweifel darüber erhoben werden, ob das 
Bild, das man sich hiermit von der mechanischen Wechsel- 
wirkung zwischen den Naturkörpern macht, nicht etwas zu 
sehr spezialisiert ist. Wenn es genügt, beide Körper als 
einzelne materielle Punkte aufzufassen, ist die Aussage aller- 
dings in genauester Übereinstimmung mit allen Erfahrungen, 
die darüber jemals gemacht wurden. Bei der Untersuchung 
der Kraftäußerungen, die ein Magnet im magnetischen Felde 
der Erde erfährt, bemerken wir aber z. B., daß auch das 
kleinste Stück des Magneten hierbei nicht als einzelner mate- 
rieller Punkt aufgefaßt werden darf, sondern daß wir dazu 
immer mindestens zwei materielle Punkte, die sogenannten 
Pole, nötig haben. In einem solchen Falle kann man nicht 
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mit vollem Rechte behaupten, daß sich alle vorkommenden 
Wechselwirkungen auf solche zwischen einzelnen materiellen 
Punkten zurückführen lassen müßten. Es ist zwar richtig, 
daß die Anwendung des Prinzips der Aktion und Reaktion in 
der angegebenen Form auch unter diesen Umständen, sobald 
man zwei Angriffspunkte in jedem Volumenelemente wählt, zu 
Ergebnissen führt, die mit der Erfahrung übereinstimmen. 
Immerhin mahnt aber die Eigenart des Falles zu einer ge- 
wissen Vorsicht, mit der Spezialisierung unserer Bilder nicht 
zu weit zu gehen. In der Tat kann man auch allen solchen 
Einwänden ohne Schwierigkeit durch eine geänderte Fassung 
des Wechselwirkungsgesetzes entgehen. Man braucht nur fest- 
zusetzen, daß allen jemals gemachten Erfahrungen zufolge die 
von einem Körper auf einen zweiten ausgeübten Kräfte in 
Verbindung mit den rückwärts von dem zweiten auf den 
ersten ausgeübten, ein ßleichgewiahtssystem miteinander bilden 
müssen, wenn man sich alle in derselben Richtung, Größe und 
Lage an einem starren Körper angebracht denkt. Diese Aus- 
sage faßt die frühere als einen speziellen Fall in sich; sie ist 
aber allgemeiner und nötigt nicht in Gedanken zu einer Auf- 
teilung des ganzen Körpers in einzelne materielle Punkte, 
von denen die unmittelbar benachbarten gleichartig zu be- 
handeln wären. Dabei muß ich mir aber vorbehalten, der Aus- 
sage auf den folgenden Seiten noch einen präziseren Ausdruck 
zu geben. 

In einem Lehrbuche der technischen Mechanik wäre eine solche 
genauere Erörterung früher ganz überflüssig gewesen. Seit die 
magnetischen und die elektrischen Erscheinungen von so großer 
Bedeutung für die Praxis des Ingenieurs geworden sind, ist dies 
aber anders. Die Mechanik bildet das Fundament der ganzen 
theoretischen Physik, und eine ungenaue Fassung, die bei ihr ohne 
weiteres zugelassen würde, könnte später recht verhängnisvoll 
werden. Man muß dem, der später vielleicht vorwiegend mit 
Kräften an Magneten oder an elektrischen Strömen zu tun be- 
kommt, von vornherein den Weg offen lassen, das Wechselwirkungs- 
gesetz in der zuletzt angegebenen Fassung anzuwenden. Sonst 
steckt er später, wenn er sich in den ganzen Anschauungskreis 
der Mechanik mit der engeren Fassung des Wechselwirkungsgesetzes 



136 Zweiter Absclmitt. Mechanik des starren Körpers. 

vollstäüdig eingelebt hat, in einer Zwangsjacke, die ihn verhindert, 
die Erscheinungen so aufzufassen, wie es im gegebenen Falle am 
zweckmäßigsten ist. In der Tat ist gerade die sonst so wohl- 
bewährte Aufteilung eines Körpers in einen Haufen von Punkten, 
die man sich nur durch Kräfte, die längs der geraden Verbindungs- 
linien wirken, zusammengehalten denkt, und die im übrigen jeder 
für sich eiuheitlich und selbständig sind, der Entwicklung der 
Elektrizitätslehr^ sehr hinderlich gewesen. Man ist damit zur Not 
zwar auch ausgekommen und vor Fehlern bewahrt geblieben; die 
einfachere und zweckmäßigere Auffassung der Kräfte zwischen 
Magneten und Strömen ist aber dadurch aufgehalten worden. 

Das Gesetz der Aktion und Reaktion in der zuletzt an- 
gegebenen Form kommt einfach auf die folgende Bemerkung 
hinaus. Man denke sich zwei Körper, die irgend welche 
Kräfte aufeinander ausüben, also etwa zwei Magnete oder 
einen Magneten und eine Spule, in der ein elektrischer Strom 
fließt, durch passende Verbindungsstücke starr miteinander ver- 
bunden. Dann kann sich der in dieser Weise zusammengesetzte 
starre Körper nicht selbst eine Beschleunigung erteilen, von 
welcher Art auch im übrigen die Kräfte zwischen den ein- 
zelnen Bestandteilen sein mögen. W^enn andere Kräfte von 
außen her nicht einwirken, bleibt er also in Ruhe, wenn er 
anfänglich in Ruhe war. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß auf einen starren Körper 
verschiedene Einzelkräfte von außen her einwirken, von denen 
bekannt ist, daß sie sich im Gleichgewichte halten. Es fragt 
sich, welche Bedingungen zwischen den gegebenen Kräften 
bestehen müssen, damit das Gleichgewicht möglich ist. Zu 
diesem Zwecke denken wir uns den Körper anfänglich in 
Ruhe; er muß dann auch ferner in Ruhe bleiben. Dazu ge- 
hört, daß auch jedes Massenteilchen in Ruhe verhan-t und 
daß daher alle Kräfte an diesem Massenteilchen im Gleich- 
gewichte miteinander stehen. Zu diesen Kräften gehören zu- 
nächst die äußeren Kräfte, die etwa unmittelbar an diesem 
Massenteilchen angebracht sind, und ferner die inneren. Von 
den inneren Kräften wollen wir zunächst annehmen, daß sie 
dem Wechselwirkungsgesetze in der zuerst • ausgesprochenen 
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Form gehorchen, d. h. daß sie auf Kräfte längs der Verhindungs- 
geraden zwischen den einzelnen Massenteilchen zurückgeführt 
werden können. 

Die äußere Kraft an dem hetrachteten Massenteilchen, das 
wir jetzt unter dem Bilde eines einzigen materiellen Punktes 
auffassen können, oder die Resultierende aus den äußeren 
Kräften, wenn etwa mehrere an demselben Angriffspunkte an- 
greifen sollten, sei mit ^ und irgend eine von den inneren 
Kräften, die an diesem materiellen Punkte wirken, sei mit 3 
bezeichnet. Dann erfordert das Gleichgewicht der Kräfte an 
diesem materiellen Punkte nach den Lehren des vorigen Ab- 
schnittes zunächst, daß die geometrische Summe der Kräfte 
Null ergibt. Wir haben also die Gleichung 

^ + 2:3 = 0, 

wobei sich die Summierung auf alle inneren Kräfte erstreckt, 
die überhaupt an dem betrachteten materiellen Punkte auf- 
treten. Eine Gleichung von dieser Art muß auch für jeden 
anderen materiellen Punkt des ganzen Körpers gelten. Wir 
wollen uns alle diese Gleichungen angeschrieben denken und 
sie hierauf summieren. Dann erhalten wir 

2;^ + 2:2:3 = 0. 

Das Summenzeichen vor ^ schreibt vor, daß alle äußeren 
Kräfte an dem ganzen Körper geometrisch summiert werden 
sollen. Von den beiden Summenzeichen vor 3 bezieht sich 
das eine auf die Summierung aller inneren Kräfte an irgend 
einem materiellen Punkte und das andere gibt an, daß auch 
die sämtlichen inneren Kräfte an allen übrigen materiellen 
Punkten in die Summierung eingeschlossen werden sollen. 
Angenommen nun, 3i2 sei die innere Kraft, die von dem mit 
der Ordnungsnummer 2 bezeichneten Punkte auf den mit der 
Nummer 1 versehenen übertragen wird. Dann steht ihr nach 
dem Wechselwirkungsgesetze eine Kraft 321 ^^ dem Punkte 2 
gegenüber, die von dem Punkte 1 herrührt, und beide sind 
gleich gi'oß, fallen in die Verbindungslinie beider Punkte und 
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sind entgegengesetzt gerichtet. Jedenfalls ist also 

<Ol2 I <021 "^ ^' 

In der Gesamtsumme 27273 aller inneren Kräfte heben sich 
demnach je zwei Glieder gegeneinander auf und wir finden 

2J2J^ = 0. 

Damit vereinfacht sich aber die frühere Gleichgewichts- 
bedingung zu 

U^ = 0, (60) 

d. h. wenn man sich alle äußeren Kräfte in derselben 
Richtung und Größe an einem einzigen Angriffs- 
punkte angebracht dächte, müßten sie an diesem 
ebenfalls im Gleichgewichte stehen, wenn sie an dem 
Körper im Gleichgewichte stehen sollen. Gl. (60) ist 
demnach eine notwendige, aber keineswegs eine hinreichende 
Bedingung für das Gleichgewicht der Kräfte am Körper. Man 

überzeugt sich davon leicht, 
* wenn man annimmt, daß von 
außen her nur zwei Einzel- 
kräfte ^1 und ^2 (Abb. 27) auf 
den Körper wirken, die gleich 
groß und entgegengesetzt ge- 
richtet sind, deren Richtungs- 

Abb. 27. 7 o 

linien aber nicht in dieselbe 
Gerade fallen. Den Verein von zwei solchen Kräften nennt 
man ein Kräftepaar, auch Drehpaar oder kurz Paar. Mit 
den Kräftepaaren werden wir uns später noch ausführlich zu 
beschäftigen haben. Schon jetzt sieht man aber auf Grund 
der alltäglichen Erfahrung ein, daß ein Kräftepaar den Körper 
in Bewegung zu setzen, ihm nämlich eine Drehung zu erteilen 
vermag, obschon die notwendige Bedingung 2J^ = für das 
Gleichgewicht hier erfüllt ist. 

Nun hatten wir aber noch andere Gleichgewichtsbedingungen 
bei der Mechanik des materiellen Punktes aufgefunden, die dort 
freilich mit der Gleichung Z^ = im wesentlichen gleich- 
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bedentend waren, die aber, wenn wir sie nun auf den Punkt- 
haufen übertragen, zu einer wichtigen Ergänzung der für sich 
allein nicht ausreichenden Gleichung (60) führen. 

Wir wählen irgend einen Momentenpunkt, von dem aus 
wir die Hebelarme r nach den einzelnen materiellen Punkten 
ziehen. Für irgend einen der materiellen Punkte haben wir 
dann auch die Gleichgewichtsbedingung 

Auch diese Gleichung denken wir uns für jeden materiellen 
Punkt angeschrieben und hierauf alle summiert; wir finden, 
ganz wie vorher, 

2;V^r + 2;2:V3t-o. 

Aus Abb. 28 erkennt man aber, daß für die beiden zu- 
sammengehörigen inneren Kräfte 3i2 ^^^ 32i ^^^^ 

ist, denn die beiden Momentendreiecke 
sind gleich groß und der Drehsinn 
der Kräfte,- von aus gesehen, ist 
entgegengesetzt. Demnach heben sich 
auch in der Gesamtsumme der Mo- 
mente aller inneren Kräfte je zwei 
Glieder gegeneinander auf und wir 
erhalten ^^^ ^s. 

womit sich die vorige Gleichgewichtsbedingung durch Weg- 
fallen der ihrer Größe, Richtung und Verteilung nach unbe- 
kannten inneren Kräfte vereinfacht zu 

2;V^t = o, (61) 

die für jeden beliebigen Momentenpunkt erfüllt sein muß. 
Daß wir hiermit zu einer für den starren Körper gegenüber 
Gl. (60) wesentlich neuen und mehr aussagenden Gleichgewichts- 
bedingung gelangt sind, erkennt man sofort daraus, daß Gl. (61) 
von einem Kräftepaare nicht mehr erfüllt wird. Man denke 
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sich nur den Momentenpunkt auf die eine Kraft des Paares 
verlegt; dann verschwindet zwar deren Moment, aber nicht 
das Moment der anderen Kraft und auch die Momentensumme 
ist daher von Null verschieden. 

Wir hatten femer bei der Mechanik des materiellen Punktes 
das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten bewiesen und 
wollen auch dieses auf den starren Körper übertragen. Zu 
diesem Zwecke denken wir uns dem Körper eine willkürliche 
(virtuelle) Bewegung erteilt. Die Bewegung kann zwar unter 
Umständen auch von endlicher Größe sein; aus einem Grunde, 
den ich sofort anfübren werde, wird aber das Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten am starren Körper gewöhnlich 
nur auf unendlich kleine Lagenänderungen angewendet, und 
wir wollen es daher von vornherein für eine solche ableiten. 
Der Übertragung auf eine Bewegung von endlicher Größe 
steht nachher ohnehin nichts im Wege, da sich jede endliche 
Bewegung auf eine Summe von unendlich kleinen Lagen- 
änderungen zurückführen läßt. 

Bei einer solchen Übertragung muß man sich freilich vor 
einem naheliegenden Fehler hüten. Zur Untersuchung des 
Gleichgewichts von Kräften darf man sich nämlich einer end- 
lichen virtuellen Verschiebung nur unter der (eigentlich frei- 
lich selbstverständlichen) Voraussetzung bedienen, daß das 
Gleichgewicht auch wirklich während des ganzen endlichen 
Weges bestehen bleibt. In vielen Fällen der Anwendung trifft 
dies ohne weiteres zu. Sind dagegen die Kräfte in solcher 
Art angebracht, daß sie zwar in der augenblicklichen Stellung 
des Körpers Gleichgewicht halten, nicht aber in den späteren 
Stellungen (oder auch, wenn es nicht von vornherein sicher 
ist, daß das Gleichgewicht auch in den späteren Stellungen 
bestehen bleibt), darf man, um das augenblicklich bestehende 
Gleichgewicht zu untersuchen, nur solche virtuelle Bewegungen 
ins Auge fassen, während deren das anfänglich bestehende 
Gleichgewicht keine merkliche Änderung erfahren kann, also 
nur unendlich kleine Bewegungen. 

Der sehr kleine Weg, den irgend ein materieller Punkt 
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bei dieser virtuellen Lagenänderong zorüekl^t^ sei mit # be- 
zeichnet. Dann ist zunächst for diesen materiellen Punkt 

nnd wenn wir,- wie vorher, diese Gleichung auf alle Punkte 
des Körpers anwenden und summieren, erhalten wir 

^ 2:^8 + 2:2:38 = 0. 

Wenn der Körper während der Bewegung seine (restalt 
nicht ändert, fällt aber auch in diesem Falle das sich auf die 
inneren Kräfte beziehende Glied der Gleichung fort. Sind 
nämlich 3i2 ^^^^ Ssi wieder die früher damit bezeichneten 
inneren Kräfte, so denke man sich, um zu beweisen, daß die 
Summe ihrer Arbeiten verschwindet, den Punkt 1 als Bezugs- 
punkt für die Beschreibung der unendlich kleinen Lagen- 
änderung gewählt. Die Bewegung zerfällt dann in eine Trans- 
lation, durch die Punkt 1 in seine neue Lage 1' gelangt und 
iu eine darauffolgende Rotation um diesen Punkt. Bei der 
Translation beschreiben alle Punkte gleiche Wege. Auch die 
Projektionen der Wege auf die Verbindungslinie der Punkte 1 
und 2 sind daher gleich. Da nun 3^2 entgegengesetzt gerichtet 
mit 321 i^^? leistet eine dieser 

Kräfte bei der Translation /"'^ ^X 

eine positive, die andere eine ^** 
ebenso große negative Ar- 
beit; die Summe beider Ar- 
beiten ist daher Null. Nun 
lasse man die Rotation folgen. 

Bei dieser bewegt sich der Angriffspunkt von 3i2 überhaupt 
nicht; ihre Arbeit ist also Null. Aber auch die Arbeit von 
321 ^^^ Null, denn ihr Angriffspunkt bewegt sich zwar, aber 
in einer Richtung, die senkrecht zu dem Radius von 1 nach 2, 
also auch senkrecht zur Kraftrichtung steht. In der Tat ist 
also bei der ganzen Lagenänderung die Summe aller von 3i2 
und 321 geleisteten Arbeiten NuU, oder in Form einer Gleichung 

3l2^1 + 321^2 = 0, (62) 

wobei noch wohl zu beachten ist, daß dasselbe Resultat auch 



Abb. 29. 
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für irgend zwei äußere Kräfte gilt, die in derselben Beziehung 
zueinander stehen, wie hier S^g ^^^ Ssi? ^^ nämlich, daß die 
eine gleich groß, aber entgegengesetzt gerichtet ist, wie die 
andere, während die Richtungslinien in eine Gerade fallen. 
Wesentlich für die Beweisführung ist nur, daß sich der Ab- 
stand der Punkte 1 und 2 nicht ändern darf. Das ist aber 
durch die Voraussetzung ausgeschlossen, daß det Körper starr 
sei. Dagegen soll jetzt schon darauf aufmerksam gemacht 
werden, daß bei einer Gestaltändelrung der Körper, z. B. bei 
elastischen Körpern, die inneren Kräfte ebenfalls Arbeit leisten. 
Diese Arbeit wird als Formänderungsarbeit bezeichnet und wir 
werden uns bei späteren Gelegenheiten mit dieser vielfach zu 
beschäftigen haben. Hier gilt aber jedenfalls Gl. (62) und mit 

ihr auch 

272:38 = 0, 

da sich in der Gesamtsumme der Arbeiten aller inneren Kräfte 
je zwei Glieder gegeneinander fortheben. 

Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten für 
das Gleichgewicht der Kräfte am starren Körper läßt 
sich demnach in die einfache Gleichung zusammen- 
fassen, daß für jede unendlich kleine virtuelle Ver- 
rückung 

-^^8 = (63) 

sein muß. Auch diese Gleichung läßt sofort erkennen, daß 
ein Körper, an dem von außen her nur ein Kräftepaar wirkt, 
nicht im Gleichgewichte sein kann. Denn man denke sich nur 
dem Körper eine Rotation um eine beliebige Achse erteilt, die 
etwa durch den AngriflFspunkt der ersten Kraft des Paares ge- 
legt ist. Dann leistet zwar diese keine Arbeit, wohl aber die 
andere Kraft des Paares und die Gleichgewichtsbedingung (63) 
ist daher nicht erfüllt. 

Die ganze Beweisführung, die zu den Formeln (60) bis (63) 
führte, läßt uns freilich im Stiche, sobald wir es als zweifel- 
haft ansehen, ob es zulässig ist, alle inneren Kräfte auf Kräfte 
längs der Verbindungsgeraden der einzelnen materiellen Punkte 
des Haufens zurückzuführen. In diesem Falle müssen wir dem 
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Gesetze der Wechselwirkung einen anderen geeigneten Aus- 
druck geben^ auf den schon Torher, als zuerst davon die Bede 
war, hingewiesen wurde. Wir setzen zu diesem Zwecke 
fest, daß für die inneren Kräfte, gleichgültig, wie sie 
nun im einzelnen verteilt seien, um den Erfahrungen 
gerecht zu werden, jedenfalls 

2:2:3-0; 2:2:V3t = 0; 2:2:31 ==0 (64) 

gesetzt werden muß, womit an der Gültigkeit der Gleichungen 
(60) bis (63) nichts geändert wird. Wir befinden uns damit 
in Übereinstimmung mit der früheren Aussage, daß Wirkung 
und Gegenwirkung, wenn man sie als äußere Kräfte an dem- 
selben starren Körper angreifen läßt, den allgemeinen Gleich- 
gewichtsbedingungen genügen müssen. Jene Aussage war nur 
noch nicht bestimmt genug gefaßt, um weitere Schlüsse auf 
sie stützen zu können; die Ergänzung, die hierzu erforderlich 
war, wird durch die Gleichungen (64) geliefert. 

Übrigens ist durch die Gleichungen (64) das Wechsel- 
wirkungsgesetz nicht nur für die inneren Kräfte desselben 
Körpers näher bestimmt, sondern auch für die Kräfte zwischen 
zwei verschiedenen Körpern. Denn man braucht sich, wie es 
auch vorher schon einmal angedeutet war, beide Körper nur 
im gegebenen Augenblicke in starre Verbindung miteinander 
gebracht zu denken. Dann werden die Kräfte zwischen beiden 
Körpern zu inneren Kräften des ganzen Systems, die nun den 
allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen genügen müssen. 

Anmerkung. Es steht übrigens auch frei, die Aussage in 
Gl. (64), daß 2^2:3^5 = sein müsse, wie nun auch die Kräfte 3 
zwischen den einzelnen Teilen des ganzen Punkthaufens 
wirken mögen, als den Hauptinhalt des Prinzips der virtuellen 
Geschwindigkeiten anzusehen. Verfährt man so, dann erhöht man 
die Tragweite dieses Satzes gegenüber der von mir gegebenen Dar- 
stellung in solcher Art, daß er zugleich das Wechselwirkungsgesetz 
in seiner allgemeinsten Form mit umfaßt. — Jedenfalls ist die 
allgemeine Aussage 2^ 2^3^ =^ ^ ^^^ durch Berufung auf die Er- 
fahrungstatsachen zu rechtfertigen und es bleibt sich dann ziem- 
lich gleich, unter welchem einzelnen Titel man sie unterbringt. 
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ich selbst halte es freilich für zweckmäßiger, die der Gleichung 
zügrunde liegende Erfahrungstatsache unter der Bezeichnung des 
Wechselwirkungsgesetzes gesondert auszusprechen, als sie mit dem 
einfachen Multiplikationssatze, der das Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten für den einzelnen materiellen Punkt darstellt, zu 
vermengen. 



§ 22. Zusamnieiisetzen dor Kräfte am starren £örper. 

Die Aufgabe, zwei Einzelkräfte, die an verschiedenen 
Punkten eines starren Körpers angreifen, durch eine Resul- 
tierende oder durch mehrere andere Kräfte zu ersetzen, ist von 
ganz anderer Art, wie die gleiche Aufgabe für den einzelnen . 
materiellen Punkt. Beim materiellen Punkte ersetzt die Resul- 
tierende die beiden Komponenten in jeder Hinsicht; beim 
starren* Körper ersetzt die Resultierende, falls eine solche über- 
haupt "angegeben werden kann, die l^omponenten nur in Hin- 
sicht auf den Bewegungszustand des Körpers. Die Verteilung 
der inneren Kräfte wird dagegen vollständig geändert. So 
lange man sich um die inneren Kräfte nicht zu kümmern 
braucht, macht dies zwar nichts aus. Es ist aber gut, wenn 
man diesen Unterschied von Anfang an wohl im Auge behält, 
denn bei allen Aufgaben der Festigkeitslehre kommt es auf 
die Verteilung der inneren Kräfte sehr wesentlich an und man 
darf daher von den Lehren, die hier entwickelt werden sollen, 
dort nur mit Vorsicht Gebrauch machen. 

Die Lehre von der Kräftezusammensetzung am starren 
Körper beruht auf dem Satze, daß zwei Kräfte ^ und ^' von 
gleicher Größe und entgegengesetzter Richtnng, deren gemein- 
same Richtunglinie auf die Verbindungslinie der beiden An-^ 
griffspunkte fällt, ein Gleichgewichtssystem miteinander bilden. 
Schon in den Entwicklungen des vorigen Paragraphen ist 
wiederholt darauf hingewiesen worden, daß zwei Kräfte dieser 
Art allen dort aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen genügen. 
Es ist aber bisher nur gezeigt worden, daß diese Gleichgewichts- 
bedingungen notwendig und noch nicht, daß, sie auch hin- 
reichend siad, d. h. daß ein System von Kräften, das diesen 
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Bedingungen genügt^ auch wirklick im Gleichgewichte steht. 
Dieser Nachweis soll jetzt erbracht werden. 

Dazu gehe ich Ton dem im § 15 bewiesenen Satze aus^ 
daß für einen einzelnen materiellen Punkt die Arbeit der an 
ihm angreifenden Kraft oder die Arbeit der Resultierenden^ 
wenn mehrere Kräfte an ihm angreifen, gleich dem Zuwachse 
der lebendigen Kraft ist. Unter der lebendigen Kraft eines 
Körpers yerstehe ich die Summe der lebendigen Kräfte aller 
seiner Massenteilchen. Jedes Glied dieser Summe ist seiner 
Definition nach positiv; auch die lebendige Kraft eines Körpers 
kann daher nur positiv oder Null sein und Null nur dann, 
wenn der ganze Körper ruht. 

Nun denke man sich ein System von äußeren Kräften ^ 
an dem starren Körper angebracht, das für jede virtuelle Ver- 
rückung der Gleichung (63) 

2:^8 = 

genügt. Wenn die Kräfte trotzdem nicht im Gleichgewichte 
miteinander stehen sollten, müßten sie imstande sein, dem 
ruhenden Körper eine Bewegung zu erteilen. Dabei müßte 
der Körper eine gewisse lebendige Kraft annehmen und diese 
wäre nach dem angeführten Satze gleich der Summe der Ar- 
beiten aller Kräfte, die an allen Massenteilchen des Körpers 
wirken. Nach den Gleichungen (64) verschwindet aber, wie 
man auch das Wechselwirkungsgesetz fassen möge, jedenfalls 
die Summe der Arbeitsleistungen aller inneren Kräfte. Pie 
Summe der Arbeiten der äußeren Kräfte ist aber nach Voraus- 
Setzung ebenfalls Null. Deshalb muß auch die Änderung der 
lebendigen Kraft Null sein, und da der Körper vorher ruhte, 
kann er auch nachher nur die lebendige Kraft Null haben. 
Wir erkennen daraus, daß die angenommene Bewegung unter 
dem alleinigen Einflüsse der Kräfte ^ nicht zustande kommen 
kann. Die Bedingung 27^8 = für jede virtuelle Verrückung 
ist demnach nicht nur eine notwendige, sondern zugleich eine 
hinreichende Bedingung für das Gleichgewicht der Kräfte Sp. 
Jedenfalls ist damit bewiesen, daß die zuvor erwähnten 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 10 
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Kräfte ^ und fß', auf die es jetzt allein ankommt, im Gleich- 
gewichte miteinander stehen. Man darf also zwei solche Kräfte 
zu anderen, die etwa daneben noch vorkommen, zufügen oder 
sie davon wegnehmen, ohne den Gleichgewichtszustand oder die 
Bewegung des starren Körpers zu ändern. Die Verteilung der 
inneren Kräfte erfahrt aber natürlich durch die Zufügung oder 
Wegnahme eine Änderung. 

Aus dem bewiesenen Satze folgt weiter der Satz von der 
Verschiebung des Angriffspunktes. Denkt man sich nämlich 

zu einer Kraft O (Abb. 30), die an 
irgend einem Punkte Ä des Körpers 
angreift, noch zwei Kräfte fß und ^' 
zugesetzt von gleicher Größe mit O, 
von denen ^ mit O an demselben 
Angriffspunkte wirkt und ihr ent- 
gegengesetzt gerichtet ist, während 
die andere dieser gleich gerichtet ist 
und an irgend einem anderen, auf der- 
selben Richtungslinie liegenden Punkte 
des Körpers angreift, so ist das System dieser drei Kriifte 
nach dem zuvor bewiesenen Satze mit der Kraft O gleich- 
wertig. Von den drei Kräften heben sich aber ^ und O 
gegeneinander auf und es bleibt daher nur ^' als Ersatz von 
D übrig. Der Unterschied zwischen ^' und O besteht aber 
nur darin, daß der Angriffspunkt der einen Kraft längs der 
Richtungslinie gegen den Angriffspunkt der anderen verschoben 
ist. Eine solche Verschiebung ist daher immer zulässig, so 
lange es auf die Verteilung der inneren Kjräfte, die hierbei 
freilich geändert wird, nicht ankommt. 

Der Satz von der Verschiebung des Angriffspunktes ge- 
stattet uns nun auch, zwei Kräfte an verschiedenen Punkten 
desselben starren Körpers, deren Richtungslinien sich schneiden, 
zu einer Resultierenden zu vereinigen. Man verlegt dazu beide 
Angriffspunkte nach dem Schnittpunkte der Richtungslinien 
und kann die Kräfte, da sie jetzt an demselben materiellen 
Punkte angreifen, nach den Lehren des vorigen Abschnitts 
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vereinigen, indem man ihre geometrische Summe bildet. Nach- 
träglich kann natürlich auch der Angriffspunkt dieser Resul- 
tierenden wieder beliebig längs deren Richtungslinie verschoben 
werden. 

An dieser Stelle wird eine Bemerkung über die Bedeu- 
tung der Angriffspunkte von Kräften am starren Körper von 
Nutzen sein. Wir sahen, daß es zulässig ist, den Angriffs- 
punkt längs der Richtungslinie zu verschieben. Mit Rücksicht 
darauf ist es häufig gar nicht nötig, den Angriffspunkt einer 
Kraft überhaupt genauer zu bestimmen, sondern es genügt, 
die Richtungslinie anzugeben, auf der man den Angriffspunkt 
nach Belieben wählen mag. Indessen ist dies, wie aus den 
vorausgehenden Betrachtimgen folgt, nur dann zulässig, wenn 
die Verteilung der inneren Kräfte gleichgültig ist. Da nun 
das wirkliche Verhalten der Naturkörper durch den Spannungs- 
zustand, in den sie versetzt werden, mit bedingt ist, so folgt, 
daß die genauere Angabe des Angriffspunktes nicht unter 
allen Umständen, sondern nur insofern entbehrlich ist, als der 
Körper im gegebenen Falle tatsächlich als starr betrachtet 
werden darf. Von einer Resultierenden aus zwei Kräften, wie 
wir sie vorher bildeten, ist dagegen die Angabe des Angriffs- 
punktes unter allen Umständen entbehrlich, denn die Ziisammen- 
setzung, die zu ihr führte, ist an und für sich nur dann be- 
rechtigt, wenn es auf die inneren Kräfte nicht ankommt. Eine 
solche Resultierende ist in der Tat nur eine Rechnungsgröße, 
der keine unmittelbare physikalische Bedeutung, wie etwa einer 
direkt gegebenen äußeren Kraft, zukommt. Man findet zu- 
weilen in der Literatur Betrachtungen, die den Zweck haben 
sollen, den Angriffspunkt derartiger Resultierenden näher zu 
bestimmen; nach dem, was ich vorher darüber sagte, hat aber 
ein solches Bestreben gar keinen physikalischen Sinn. 

Auch zwei Kräfte, deren Richtungslinien parallel zuein- 
ander sind, lassen sich in der Regel durch eine einzige Kraft 
ersetzen. Um z. B. die Kräfte Oi und Dg in Abb. 31 zu einer 
Resultierenden zu vereinigen, führe man zwei neue Kräfte ^ 

und ^' ein, die sich gegenseitig aufheben. Dann setze man 

10* 
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Abb. 31. 



^ und Oj, die an demselben Angrififepunkte wirken, zu tt^, 
und ^' mit jQ^ zu Ug zusammen. Die Bichtungslinien von U^ 
und U2 schneiden sich jetzt und man gelangt nach dem früheren 
Verfahren zur Resultierenden 81, die nun alle vier Kräfte und 

demnach auch die 
beiden ursprüngUch 
gegebenen ersetzt. 

Gewöhnlich ist 
es übrigens beque- 
mer, die Lage der 
Resultierenden 81, 
auf deren Ermitte- 
lung es bei dieser 
Konstruktion allein 
ankommt, durch An- 
wendung des Momentensatzes zu bestimmen. Das Moment 
von 81 muß für jeden Momentenpunkt gleich der Summe der 
Momente von Oj und O2 sein. Legt man den Momentenpimkt 
auf 81, so muß das Moment von C^ gleich groß und entgegen- 
gesetzt gerichtet mit dem Momente von O2 sein, also bei Be- 
zeichnung der rechtwinklig gezogenen Hebelarme mit kleinen 
Buchstaben 

Qi^i = 62^ ^»d daher f = ^* • 

Wenn O^ und O2 gleich gerichtet sind, liegt daher die Re- 
sultierende zwischen ihnen und sie teilt den Abstand zwischen 
beiden in zwei Abschnitte, die sich umgekehrt wie die Kräfte 
verhalten. 

Auch wenn Oi und Og entgegengesetzt gerichtet sind, 
läßt sich das Verfahren anwenden. Die Resultierende liegt 
dann außerhalb des Parallelstreifens auf der Seite der größeren 
Kraft und ist mit dieser gleich gerichtet, während sich die 
Abstände von beiden Kräften immer noch umgekehrt wie die 
Kräfte verhalten. Es kann dabei freilich vorkommen, daß die 
Richtungslinie der Resultierenden gar keinen Punkt mehr mit 
dem Körper gemeinsam hat. Physikalisch wäre dann die Ver- 
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emigang beider Eiifte, aaeh abgesehen Ton dem Spaimnngs- 
zofituide, nicht mehr ausführbar. Man la&t sieh aber dadurch 
gewöhnlich nicht stören^ weil man ohnehin weiB^ daB die ge- 
sochte Resultierende nur den Sinn einer Bechnong^proße hat 
Um sieh klar Yorzostellen, was mit ihr gemeint ist, genügt 
es, sich d^i Köiper nach d^ betreffenden Seite hin mit einer 
Handhabe Teisehen zn denken» die nur eine starre Verbindung 
des Angrifbpnnktes mit dem Körper herbeif&hrt, sonst aber 
an dem Körper nichts ändert; namentlich muß man sich diese 
Handhabe als masselos vorstellen. 

Zu solchen Hilfsrorstellungen wird man namentlich ge- 
nötigt, wenn die eine Kraft nicht viel größer ist, als die andere» 
die man mit ihr zusammensetzen will. Je weniger sich beide 
in der Größe voneinander unterscheiden, desto weniger weichen 
nämlich auch die Richtungen der Resultierenden tt^ und ttf 
voneinander ab; um so weiter weg fällt also auch deren 
Schnittpunkt. Im Grenzfalle, wenn Cj = — O^ ist, wird auch 
tti = — Uj und die vorige Konstruktion fQhrt nicht mehr zum 
Ziele. Die Zufügung der Kräfte fß und $' bewirkt nur, daß 
das eine Kräftepaar - diesen Namen führten wir schon früher 
für zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte mit parallelen Rich- 
tungslinien ein — durch ein anderes ersetzt wird. 

Man kann diesen Fall von zwei verschiedenen Seiten her 
auffassen. Zunächst kann man davon ausgehen, daß O^ und 
C2 ursprünglich verschieden groß waren und daß dann die 
kleinere — sagen wir Cg — allmählich bis zur Größe von 
jQi anwächst. Vorher waren wir schon genötigt, eine Hand- 
habe anzubringen, um die Resultierende aus beiden aufzu- 
nehmen. Je mehr sich Og der Größe von Oj nähert, desto 
kleiner wird die Resultierende — denn diese ist stets gleich 
Ol — O2 — und um so länger wird die Handhabe. Legt man 
einen Momentenpunkt auf C2; so muß in allen Augenblicken 
das statische Moment der Resultierenden denselben Wert, näm- 
lich den Wert Q^q^ haben. Zuletzt wird die Resultierende 
unendlich klein und die Länge der Handhabe unendlich groß, 
aber so, daß das Produkt aus beiden den endliehen Wert Q^q^ 
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behält. Man sagt daher, daß ein Kräftepaar einer unendlich 
kleinen, aber unendlich fernen Kraft gleichwertig ist. Das ist 
freilich eine ziemlich gekünstelte Art der Auffassung; da es 
sich aber bei allen Resultierenden von Kräften am starren 
Körper nur um mathematische Konstruktionen handelt , mit 
denen man die vorkommenden Aufgaben besser zu lösen ver- 
mag, so liegt auch gegen diese Auffassung kein Bedenken vor. 
In der Tat wird sich später zeigen, daß ähnlich wie in der 
Geometrie, auch bei der Kräffcezusammensetzung die Heran- 
ziehung von imendlich fernen Elementen zur Vereinfachung 
der Darstellung und zur Gewinnung einer klaren Übersicht 
viel beizutragen vermag. 

Nach der eben beschriebenen Auffassung stellt sich das 
Kräftepaar nur als ein besonderer Fall einer Einzelkraft dar. 
Gewöhnlich ist aber eine andere Auffassung vorzuziehen. Bei 
dieser wird das Kräftepaar ebenfalls als etwas einheitlich 
Gegebenes betrachtet; es wird aber in einen Gegensatz zur 
Einzelkraft gebracht. So nämlich wie die Einzelkraft zunächst 
eine fortschreitende Bewegung des von ihr ergriffenen Punktes 
herbeizuführen sucht, strebt das Kräftepaar eine Drehung des 
ganzen Körpers an. Stellt man die beiden Kräfte des Paares 
in gewöhnlicher Weise durch Strecken dar, die auf den Rich- 
tungslinien abgetragen sind, so erhält man durch Verbinden 
der vier Endpunkte ein Parallelogramm. Dieses Parallelogramm 
wird als bildliche Wiedergabe des Kräftepaares betrachtet. 
Die Größe des Kräftepaares wird nun nicht mehr durch die 
Größe der Einzelkräfte und ihre gegenseitige Lage, sondern 
durch die Fläche des Parallelogramms gemessen. Anstatt dessen 
kann man sich auch in irgend einem Punkte des Parallelo- 
gramms eine Seükrechte zur Parallelogrammebene nach jener 
Seite hin errichtet denken, von der aus gesehen das Kräfte- 
paar eine Drehung im Uhrzeigersinne zu bewirken sucht, und 
auf dieser Senkrechten eine Strecke abtragen, die in irgend 
einem Maßstabe den Inhalt der Parallelogrammfläche angibt 
(Abb. 32). Diese Strecke stimmt mit dem statischen Momente 
des Kräftepaares überein. Unter diesem statischen Momente 
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Abb. 32. 



ist nämlich die Summe der Momente beider Kräfte für den 
gewählten Momentenpunkt zu verstehen. Denkt man sich nun 
die Momentendreiecke für beide 
Kräfte gezeichnet^ so erkennt man, 
daß ihre Summe gleich der Hälfte 
des Parallelogramms ist. Hieraus 
folgt auch^ daß das Moment des 
Kräfkepaares für alle Momenten- 
punkte, die man innerhalb des Par- 
allelogramms (oder auch außerhalb) 
wählen mag, dieselbe Größe hat. 

Alle diese Betrachtungen werden an einer anderen Stelle 
(in der graphischen Statik) weiter durchgeführt werden und 
ich gehe daher jetzt nicht näher darauf ein. Nur die Arbeit, 
die ein Kräftepaar bei einer unendlich kleinen Lagenänderung 
des starren Körpers leistet, soll noch berechnet werden, weil 
man dabei auf einen einfachen Ausdruck geführt wird, von 
dem man oft mit Nutzen Gebrauch machen kann. Zunächst 
ist klar, daß die Arbeit des Kräfkepaares für jede Translations- 
bewegung gleich Null ist. Denn die Wege beider Angriffs- 
punkte sind gleich groß und gleich gerichtet und dasselbe gilt 
auch von ihren Projektionen auf die Richtungslinien der Exäfbe. 
Die eine Kraft leistet daher eine positive und die andere eine 
ebenso große negative Arbeit, sodaß die Arbeit des ganzen 
Kräftepaares in der Tat zu Null wird. 

Wir können uns nun zur Beschreibung der beliebigen 
unendlich kleinen Bewegung des Körpers den Angriffspunkt 
der einen Kraft als Bezugspunkt gewählt denken. Die Winkel- 
geschwindigkeit u der Drehung wollen wir uns wie früher als 
Vektor abgetragen denken und zunächst voraussetzen, daß tt 
gleich gerichtet mit dem Momente des Kräftepaares sei. Der 
Drehungs Winkel im Zeitelemente dt hat die Größe udt. Bei 
dieser Drehung leistet die Kraft, deren Angriffspunkt wir als 
Bezugspunkt wählten, keine Arbeit und die Arbeit der anderen 
Kraft ist gleich Ppudty wenn P die Größe der Kraft und p 
ihr senkrechter Abstand vom Bezugspunkte ist. Wenn mit 
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SR das Moment des Eräftepaares bezeichnet wird, kann man 

dafür auch 

Wtudt 

setzen. Ist u entgegengesetzt gerichtet mit 5BI, so wird die 
Arbeit negativ und das innere Produkt aus SB und udt stellt 
immer noch die Arbeit auch, dem Vorzeichen nach richtig dar. 
Wenn endlich tt eine beliebige Richtung hat, können wir 
es in eine Drehungskomponente zerlegen, die in die Richtungs- 
linie von SR fällt, und in eine andere, die senkrecht zu ihr 
steht. Für diese letzte Drehungskomponente ist aber die 
Arbeit des Kräftepaares Null, denn der Weg der durch den 
Bezugspimkt gehenden Kraft des Paares ist immer noch Null 
und der Weg des AngriflFspunktes der anderen steht senkrecht 
zur Richtungslinie der Kraft. Von allen Bewegungskomponenten 
führt also nur die Drehung um eine zur Ebene des Kräfte- 
paares senkrechte Achse zu einer Arbeitsleistung des Kräfte- 
paares. Die in dieser Richtimg genommene Komponente der 
Drehung ist aber gleich der Projektion von u auf die Rich- 
tung von SR. Demnach stellt auch noch bei jeder beliebigen 
unendlich kleinen Bewegung das innere Produkt 

mndt 

die Arbeitsleistung richtig dar. Die Arbeitsleistung des Kräfte- 
paares wird daher nach derselben Regel gefunden wie die 
Arbeit einer Einzelkraft; an die Stelle der Einzelkraft tritt 
hier das Moment des Kjräftepaares und an die Stelle der Ver- 
schiebung des Angriffspunktes tritt der Drehungswinkel. Wie 
dort nur die innere, also die in die Richtung der Kraft fallende 
Komponente der Verschiebung in Betracht kam, kommt es hier 
nur auf die innere Komponente der Drehung an. 

Bisher war immer nur von der Resultierenden aus zwei 
Kräften die Rede, deren Richtungslinien in derselben Ebene 
liegen. Man sieht aber leicht ein, daß man durch Wieder- 
holung des Verfahrens auch beliebig viele Kräfte, die alle in 
einer Ebene liegen, zu einer Resultierenden vereinigen kann, 
falls man nicht etwa ausnahmsweise auf ein resultierendes 
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Eraffcepaar geführt wird. — Zwei Kräfte, deren Richtungs- 
linien windschief zueinander liegen, kann man dagegen niemals 
durch eine einzige Kraft ersetzen. Man kann zeigen^ daß man 
beliebig viele windschief zueinander liegende Kräfte immer 
auf zwei Einzelkräfte oder auch auf eine Einzelkraft und ein 
Kräftepaar zurückführen kann; darauf werde ich aber erst bei 
einer späteren Gelegenheit näher eingehen. 



§ 23. Hebel, Balken und Platte. 

Im allgemeinsten Sinne des Wortes ist unter einem Hebel 
ein in einem festen GestJelle drehbar gelagerter Körper zu 
verstehen, an dem mehrere Bjrafte im Gleichgewichte mit- 
einander stehen. Gewöhnlich wird zwar zugleich eine , lang- 
gestreckte, stabförmige Gestalt des Hebels vorausgesetzt; für 
die Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen ist dies aber 
belanglos. 

Die Auflagerung des Hebels im Gestelle kann entweder 
durch eine Schneide oder durch einen Zapfen erfolgen. In 
jedem PaUe kommt dem Hebel nur noch ein Freiheitsgrad 
zu; er kann sich nur um die Schneide oder um die Achse 
des Zapfens drehen. Jede andere Bewegung wird durch den 
Auflagerdruck verhindert. Der Auflagerdruck kaiin bei der 
Schneide als längs einer Linie verteilt angesehen werden, 
während er sich bei dem Zapfen über einen größeren Teil 
des ümfangs verteilt. Eine äußere Kraft, deren Richtungs- 
linie durch die Schneide geht, kann nach der Schneide verlegt 
werden; sie bringt dort einen Auflagerdruck hervor, kann aber 
das Gleichgewicht des Hebels nicht stören. Jede andere Kraft 
sucht den Hebel zu drehen. 

Es ist oft zweckmäßig, zu jeder gegebenen äußeren Kraft 
^ noch zwei Kräfte ^' und ^'' zuzufügen, die parallel zu ^ 
durch die Drehungsachse gehen und von denen ^" = ^ und 
^' » — ^ ist. Alle drei Kräfte zusammen genommen sind dann 
der ursprünglich gegebenen Kraft ^ gleichwertig. Hiervon 
kann ^" weggelassen werden, da ^" durch die Drehungsachse 
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geht und daher für sich keine Bewegung des Hebels herbei- 
führen kann. Die beiden anderen Kräfte ^' und ^ bilden 
aber ein Eräftepaar. Demnach kann an Stelle jeder Einzel- 
kraft beim Hebel ein Kräftepaar gesetzt werden. Das hat in- 
sofern einen Vorzug, als beim Hebel nur eine drehende Be- 
wegung in Frage kommt, während wir schon vorher sahen, 
! daß das Kräftepaar eine drehende Bewegung des Körpers herbei- 

zuführen sucht. 

Wir wollen jetzt die Bedingung für das Gleichgewicht 
von zwei äußeren Kräften ip und O an einem Hebel aufstellen. 
Außer ^ und O wirkt zwar am Hebel noch der Auflager- 
druck; gewöhnlich ist aber dessen Größe und Richtung gleich- 
gültig. Man will nur wissen, ob und wann ^ und O am 
Hebel im Gleichgewichte miteinander stehen, ohne sich um 
die daneben auftretende Auflagerkraft, durch die das Gleich- 
gewicht erst zustande kommen kann, weiter zu kümmern. 
Das ist auch in der Tat leicht möglich. Man braucht nur 
die Bedingung anzuschreiben, daß die Summe der Arbeiten 
von 5p und O bei einer Bewegung um die Drehachse gleich 
Null ist. Dann kann der Körper unter dem Einflüsse von 
^ und O nicht in Bewegung kommen, wenn er vorher in 
Ruhe war, denn wie auch die Auflagerkräfte verteilt, wie groß 
sie und wie sie gerichtet sein mögen, ihre Arbeit ist bei der 
Drehung gleich Null. Im Falle der Schneide folgt dies daraus, 
daß die Angriffspunkte des Auf lagerdrucks längs der Schneide 
verteilt sind, also in Ruhe bleiben. Bei dem Zapfen verteilt 
sich der Auflagerdruck längs des Umfangs und die Bewegung 
der Punkte des Zapfenumfangs steht senkrecht zur Druckkraft, 
wenn diese nur in einem Normaldrucke besteht. Wenn auch 
Reibung am Zapfenumfange hinzukommt, leistet freilich auch 
der Auflagerdruck eine Arbeit bei der Drehung und die Gleich- 
gewichtsbedingung zwischen ^ und O wird dadurch geändert. 
Da sich aber die Reibung stets nur einer Relativbewegung der 
Körper, zwischen denen sie auftritt, widersetzt, kann sie nicht 
die Ursache einer Störung des Gleichgewichts werden, das ohne 
ihre Dazwischenkunft schon gesichert wäre. Vielmehr wird 
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durch das Umzukommen der Reibung nur verhindert^ daß das 
Gleichgewicht bereits gestört wird, wenn die Gleichgewichts- 
bedingung zwischen ^ und C nur nahezu erfüUt ist. 

Die Arbeit einer Einzelkraft am Hebel kann^ wie sich vor- 
hin zeigte^ gleich der Arbeit eines Kräftepaares gesetzt werden 
und für diese haben wir im vorigen Paragraphen den Aus- 
druck Wtudt abgeleitet. Die Richtung der Drehungsachse ist 
hier von vornherein gegeben. Um das innere Produkt zu 
bilden, projizieren wir das Moment SR auf die Drehungsachse 
und setzen nun die Arbeit für eine kleine Drehung gleich 
M iidt Die Bedingung dafür, daß die Summe der Arbeiten 
der äußeren Kräfte bei einer Drehung des Hebels gleich Null 
sei, kommt demnach darauf hinaus, daß die Summe der Mo- 
mente M' der Kräfte in bezug auf die Drehungsachse ver- 
schwinde. Nach § 17 ermittelt man diese Momente am be- 
quemsten in der Art, daß man den Körper imd die an ihm 
wirkenden Kräfte zuvor auf eine zur Drehungsachse senkrechte 
Ebene projiziert, die Projektion der Drehachse zum Momenten- 
punkte wählt und die Momente von den Kräfteprojektionen 
nimmt. 

Damit kommt man endlich auf das einfache Resultat 

Pp = Qq, (65) 

worin P und Q die Projektionen der äußeren Kräfte auf die 
Zeichenebene, und p und q^ die auf ihre Richtungslinien vom 
„Drehpunkte" des Hebels senkrecht gezogenen Hebelarme sind. 
Für den Fall, daß außerdem noch P und Q parallel zueinander 
angenommen werden, spricht die vorausgehende Gleichung einen 
der bekanntesten Sätze der Mechanik, das „ Hebelgesetz^' 
aus, mit dem die alten Griechen schon wohl vertraut waren. 
— Es hätte natürlich keiner so langen Erörterung bedurft, 
um nur diese einfache Gleichung abzuleiten; dazu hätte es ge- 
nügt, sofort eine Projektion des Hebels und der an ihm wir- 
kenden Kräfte zu zeichnen und auf die Projektion den Mo- 
mentensatz anzuwenden, der ebenfalls als allgemeine Gleich- 
gewichtsbedingung bekannt ist. Die mit dem Hebel zu- 
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sammenliängenden Aufgaben sind aber nicht immer von jener 
einfachen Art, die schon den Alten vertraut war; eine etwas 
ausführlichere Erörterung, die den Zusammenhang nach aUen 
Seiten hin beleuchtet, war daher nicht zu entbehren. 

Eine mit der vorigen nahe verwandte Aufgabe besteht 
darin, die Auflagerkräfte für einen Balken zu berechnen, der 
an beiden Enden gestützt ist und beliebig verteilte Lasten 
tnlgt. Die Flächen, mit denen der Balken auf den Stützen 
aufliegt, sind in der Regel nicht sehr groß. Man kann sich 
den ganzen Auflagerdruck, der auf einer Seite übertragen 
wird, zu einer Einzelkraft vereinigt denken, deren Angriffs- 
punkt irgendwo innerhalb der Auflagerfläche liegt. Dabei 
macht es keinen großen Unterschied, welchen Punkt der Auf- 
lagerfläche man als Angriffspunkt wählt. Gewöhnlich nimmt 
man den Angriffspunkt in der Mitte der Fläche an, obschon 
es in der Regel wahrscheinlicher ist, daß er etwas mehr nach 
der von dem Balken überdeckten Öffnung hin liegt. Die 
Summe beider Auflagerkräfte muß nach dem Komponenten- 
satze gleich der Summe 
der Lasten sein. Um eine 
von ihnen, etwa den 
Stützendruck Ä am linken 
Auflager (Abb. 33), zu 
berechnen, wendet man 
am bequemsten den Mo- 
mentensatz für einen Mo- 
mentenpunkt an, der auf der Richtungslinie des zweiten Stützen- 
drucks B liegt. Wird irgend eine der Lasten mit P und ihr 
Abstand vom linken Auflager mit p bezeichnet, so erhält man 
die Momentengleichung 

Äl - ZP(l - i>) = und hieraus A = ZP-^ UPp. 

Der Auflagerdruck B wird ebenso zu 

B==^i:Pp 

gefunden. — Bei dieser Betrachtung wird vorausgesetzt, daß 
die Enden des Balkens frei aufliegen, so nämlich, daß der 
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kleinen elastischen Formänderung, die mit der Belastung ver- 
bunden ist und die eine geringe Drehung der Stabenden herbei- 
zufuhren sucht, kein Hindernis im Wege steht. Bei einge- 
spannten Stabenden muß die im dritten Bande dieser Vor- 
lesungen auseinandergesetzte Berechnung der Auflagerdrücke 
angewendet werden. Jedenfalls gelten die vorhergehenden 
Formeln genau, wenn der Balken beiderseits auf Schneiden 
gelagert ist. Femer ist noch stillschweigend vorausgesetzt 
worden, daß der Stützendruck senkrecht gerichtet sei, daß er 
also keine horizontale Komponente habe. Eine solche kann 
z. B. sofort eintreten, wenn der Balken eine Temperaturänderung 
erfährt und dabei durch die Art der Befestigung am Auflager 
an einer Ausdehnung oder Verkürzimg verhindert ist. In diesem 
Falle sind unter Ä und B nur die Vertikalkomponenten der 
Auflagerkräfte zu verstehen. Diese selbst werden nämlich durch 
das Hinzutreten der Horizontalkomponenten nicht geändert, 
indem sich die Horizontalkomponenten an beiden Balkenenden 
gegenseitig im Gleichgewichte halten. Nur wenn die Stützen 
des Balkens verschieden hoch liegen, wie z. B. bei einer Treppen- 
wange, werden auch die Vertikalkomponenten durch das Hinzu- 
treten horizontaler Auflagerkomponenten geändert und die 
vorige Berechnung bleibt daim nicht mehr anwendbar. Bei 
großen Balken, z. B. bei Brückenträgem, pflegt man nur das 
eine Ende des Balkens unverschieblich aufzulegen, das andere 
aber auf ein Gleitlager oder Bollenlager zu setzen, damit sich 
der Balken frei ausdehnen und zusammenziehen kann. Hori- 
zontale Auflagerkomponenten von merklicher Größe sind dann 
ausgeschlossen. 

Schließlich möge noch zur Erklärung von Abb. 33 bemerkt 
werden, daß der Druck auf die Stütze selbstverständlich nach 
abwärts gerichtet ist. Die Auflagerkräfte Ä und B sind aber 
mit nach oben gerichtetem Pfeile eingetragen worden, weil sie 
als Kräfte an dem Balken und nicht als Kräfte an der Stütze 
in Betracht kamen. Der von der Stütze auf den Balken über- 
tragene Druck hat nach dem Wechselwirkungsgesetze die ent- 
gegengesetzte Richtung wie der Druck auf die Stütze. 



158 



Zweiter Abschnitt. Mechanik des starren Körpers. 



Auch die Auflagerkräffce der in Abb. 34 gezeichneten 
Platte, die auf drei nicht in gerader Linie liegenden Stützen 
gelagert ist und irgend eine Last P (oder auch mehrere) trägt, 
können leicht in ähnlicher Art berechnet werden. Man proji- 
ziere die Platte auf eine vertikale Ebene, sodaß sich zwei 
Stützen in der Zeichnung decken. Dann lege man den Mo- 
mentenpunkt auf die gemein- 
same Richtungslinie von Ä und 
B im Aufrisse und schreibe die 
Momentengleichung an, aus der 

c 

folgt. Die ander6n beiden Auf- 
lagerkräfte können in derselben 
Weise gefunden werden. — An- 
statt dessen kann man auch 
die Momentengleichung für die 
Achse AB bilden. Man hat 
dann nicht nötig, vorher einen 
Aufriß des Körpers und der 
an ihm wirkenden Kräfte zu 
Im übrigen kommt dieses Verfahren aber auf das- 
selbe hinaus, denn am besten macht man sich stets klar, wie 
groß das Moment einer Kraft für eine Achse ist, indem man 
die Achse und die Kraft auf eine zur ersten senkrechte Ebene 
projiziert und das Moment der Kraftprojektion von dem Punkte 
aus nimmt, nach dem sich die Achse projiziert. 

Wenn mehr Stützen vorhanden sind, können die Auf- 
lagerkräfte beim Balken wie bei der Platte nicht mehr nach 
den Lehren der Mechanik starrer Körper berechnet werden. 
Man nennt eine Aufgabe dieser Art statisch unbestimmt. Sie 
kann nur mit Hilfe der Elastizitätstheorie gelöst werden; im 
dritten Bande dieser Vorlesungen sind solche Fälle ausführ- 
lich erörtert. 




Abb 34. 
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Aufgaben. 

10. Aufgabe. Eine Scheibe dreht sich um eine feste Achse. 
Auf der Scheibe i^t ein Bad a/ngebracht, das sich um eine zur 
ersten parallele Achse mit derselben Geschwindigkeit, aber im ent- 
gegengesetzten Sinne dreht. Man soll die absolute Bewegung des 
Bades ermitteln. 

Lösung. In jedem Augenblicke fuhrt das Rad zwei Be- 
wegungen zugleich aus, die eine mit der Scheibe, die andere relativ 
zur Scheibe. Als Bezugspunkt wähle man den Mittelpunkt des 
Bades. Bei diesem konamt nur die erste Bewegung zur Geltung; 
der Mittelpunkt beschreibt also eine kreisförmige Bahn. Von der 
Bewegung der Scheibe kommt außer dieser Translation noch eine 
Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit U um eine durch den Be- 
zugspunkt gezogene Achse in Betracht. Diese haben wir zusanmien- 
zusetzen mit der Drehung — tt, die das Rad relativ zur Scheibe 
ausführt. Die resultierende Drehung ist daher Null; die absolute 
Bewegung des Rades besteht daher in einer kreisförmigen Trans- 
lation. 

11. Aufgabe. Ihn Eisenbahnwagen durchläuft eine im Gefälle 
liegende Kurve; man soll die Momentanachse der Bewegwng angeben. 

Lösung. Der Wagen führt eine Schraubenbewegung aus. 
Die Schraubenachse steht vertikal und geht durch den Krümmungs- 
mittelpunkt der im Grundrisse gezeichneten Kurve. 

12. Aufgabe. Ein auf zwei Stützen 
aufliegender Stab trägt die in Abb. 35 
angegebenen Lasten: man soll die Auf- 
lagerdrücke berechnen. 
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Lösung. Für den linken Stütz- ^^Qb-'^-fo'^ld^- 
punkt als Momentenpunkt erhält man ^^^^ 35 

die Momentengleichung 

^ . 240 = 700 • 90 + 900 • 170 -f 1000 • 300 

und hieraus B = 2150. Subtrahiert man B von der Summe der 
Lasten, so folgt A = 450 kg. Wenn die Last von 1000 kg weiter 
nach rechts gerückt würde, könnte B größer als die Summe der 
Lasten werden. Der Auflagerdruck A ist dann negativ; wenn der 
Balken am linken Ende nicht festgeschraubt ist, tritt in diesem 
Falle ein Kippen um den rechten Stützpunkt ein. 

13. Aufgabe. Eine rechteckige Falltür ist an einer schräg 
liegenden Achse AA aufgehängt. Man soll berechnen, wie groß eine 
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Qcoscc 



in der Mitte der Gegenseite hei B in Abb. 36 angreifende horizon- 
tale Kraft H sein muß, um die Tür so weit zu heben, daß sie mit 
der ursprünglichen Lage einen Winkel ß bildet, 

Lösung. Das Gewicht Q der Falltür können wir uns in der 
Mitte konzentriert denken. Für ÄÄ als Momentenachse muß das 

Monaent von H in der 
Lage ß gleich dem Mo- 
mente von Q sein. Um 
die Momente bequem be- 
rechnen zu können, den- 
ken wir ims die Tür mit 
den daran angreifenden 
Kräften auf eine zu AÄ 
senkrechte Ebene proji- 
ziert, wie es in Abb. 36 
seitlich angegeben ist. 
H projiziert sich in 
Abb. 86. wahrer Größe und der 

Hebelarm ist h cos ß. Da- 
gegen bildet Q den Winkel a mit der Projektionsebene; die Pro- 
jektion ist daher gleich Qcoscc und der Hebelarm ist -^Ä sin |S. 
Die Momentengleichung lautet daher 

Hh GOß ß =^ Q cos a ' ^h sia ß 
und hieraus 

. H=\Qcosatgß. 

14. Aufgabe. Eine Stange, die ein Gewicht Q trägt, ist au 
drei Seüm A, B, C aufgehängt (Abb. 37); man soll die Seil- 
spannu>ngen berechnen. 

Lösung. An der Stange halten sich vier Kräfte im Gleich- 
gewichte, deren ßichtungslinien 
sämtlich gegeben sind. Für 
jeden Punkt der Ebene muß 
die Momentensumme gleich 
Null sein. Bei beliebiger Wahl 
des Momentenpunktes kommen 
drei Unbekannte in der Mo- 
mentengleichung vor, nämlich 
die Spannungen A^ B, C. Legt 
man aber den Momentenpunkt 
auf den Schnittpunkt von zwei 
Richtungslinien, so fallen zwei Unbekannte weg und die Gleichung 
laßt sich sofort nach der dritten auflösen. So hat man für Punkt 
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O in Abb. 37 die Gleichung Aa = Qq und hieraus -4 = — • Ähn- 
lich finden sich die anderen Seüspannungen. Man kann diese aber 
auch, nachdem die erste bekannt ist, durch Zeichnen eines Kräfte- 
polygons erhalten, denn die geometrische Summe aller an dem 
Stabe angreifenden Kräfte muß gleich Null sein. 

Die Lösung versagt, wenn die drei Seile Ä, B, C parallel 
zueinander sind. In diesem Falle ist die Aufgabe statisch un- 
bestimmt, gerade so wie die früher erwähnte Aufgabe, die Auf- 
lagerkräfte eines über zwei Öffnungen reichenden Balkens zu 
berechnen. 

15. Aufgabe. Eine Stange ist an den Enden mit Bollen 
versehen, um die Beibung zu vermeiden, und sie stützt sich gegen 
eine glatte Wand und gegen.^ den glatten Fußboden (Abb. 38). In 
der Mitte trägt sie eine Last Q, in die das Eigengetvicht mit ein- 
gerechnet ist. Um das Abgleiten zu verhüten^ ist das Seil A an- 
gebroM; man soll dessen Spannung berechnen. 

Lösung. Der Auflagerdruck, den 
die Stange an jedem Ende durch Ver- 
mittelung der Rollen aufuimmt, kann, da 
die Beibung ausgeschlossen sein soll, nur 
senkrecht zur Wand oder zum Fußboden 
stehen. Auch von der Kraft, die das 
Seil auf die Stange überträgt, kennt man 
von vornherein die Richtungslinie. Man 
hat also wie bei der vorigen Aufgabe das 
Gleichgewicht von vier Kräften zu unter- 
suchen, von denen die Richtungslinien 
sämtlich bekannt sind, während nur von 
einer die Größe gegeben ist. Man ver- 
fährt daher auch wie bei der Lösung der 

vorigen Aufgabe, indem man den Schnittpunkt von zwei Rich- 
tungslinien (siehe Abb. 38) als Momentenpunkt wählt. Damit findet 
man Aa = Qq und hieraus A. 

Auch hier ist ein Ausnahmefall zu erwähnen. Er tritt ein, 
wenn die Richtungslinie des Seiles A durch geht, d. h. wenn 
sich alle drei der Größe nach imbekannten Kräfte in einem Punkte 
schneiden. Schon dann, wenn A nahe an vorbei geht, wird die 
Seilspannung groß, weil ihr Hebelarm a klein ist. Wird a sehr 
klein, so wird A sehr groß, d. h. das Seil reißt ab. Geht A ober- 
halb von vorbei, so kann es ein Abgleiten der Stange überhaupt 
nicht verhüten, denn dazu müßte A eine Druckkraft, das Seil also 

Föppl, Einftthmng in die Mechanik. 3. Aufl. 11 
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durch eine gegen Druck widerstandsfähige Stange ersetzt sein. 
Ein Seil endlich, das durch geht, trifft die Stange in der Mitte. 
Eine einfache geometrische Betrachtung zeigt aber, daß die Mitte 
der Stange beim Abgleiten einen Kreisbogen beschreibt, dessen. 
Mittelpunkt nodt dem Scheitel des rechten Winkels zwischen Wand 
und Fußboden zusammenfällt und dessen Halbmesser daher das 
Seü A bildet. Man erkennt daraus, daß das Seil in diesem Aus- 
nahmefalle ebenso wie eine an dessen Stelle gesetzte Stange das 
Abgleiten überhaupt nicht zu verhüten vermag. 



Dritter Abschnitt. 
Die Lehre yom Schwerpunkte. 



§ 24. Definition des Schwerpunktes. 

Gegeben sei ein beliebig zusammengesetzter Punkthaufeii, 
dessen Punkte durch Ordnungsnummem voneinander unter- 
schieden sein mögen. Wir wählen einen beliebigen Anfangs- 
punkt aus, von dem wir nach jedem Punkte des Haufens einen 
Radiusvektor ziehen. Der Radiusvektor nach dem ersten Punkte 
sei mit r^ und die dem Punkte zugeschriebene Masse mit m^ 
bezeichnet. Dann multiplizieren wir jedes r mit dem zugehö- 
rigen m, nehmen von den Produkten die geometrische Summe 
und dividieren sie durch die Summe der Massen. Wir erhalten 
dadurch einen neuen Radiusvektor, den wir mit 9 bezeichnen 
wollen, also 

Wj -j- iWj -|- Wj -|- • • • 2fn ^ ' 

Das Verfahren, das wir zur Ableitung von § eingeschlagen 
haben, ist allgemein gebräuchlich, um einen Durchschnittswert 
zu ermitteln. Hätten wir die Abstände der einzelnen Massen 
nur ihrer Größe nach, ohne Berücksichtigung der Richtung 
genommen, also auch die Summierung nicht geometrisch, 
sondern numerisch vorgenommen, so hätten wir durch die vor- 
ausgehende Rechnung das arithmetische Mittel der Massen- 
abstände vom Anfangspunkte erhalten. Aber auch nach Gl. (66) 
erhalten wir einen Durchschnittswert, der analog als das geo- 
metrische Mittel der Masseliabstände bezeichnet werden könnte. 

11* 
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Da man aber in der Planimetrie einen anderen Begriff unter 
Bezeichnung des geometrischen Mittels versteht^ wollen wir § 
das graphische Mittel aus den Massenabständen nennen. 

Wenn i vom Anfangspunkte aus abgetragen wird, ge- 
langen wir zu einem Punkte S (siehe Abb. 39), in dem wir 
uns die gesamte Masse des Haufens vereinigt denken könnten, 
ohne daß dadurch Umt geändert würde. Um dies deutlicher 
hervortreten zu lassen, wollen wir Gl. (66) noch in der Form 



M^ = 2mt 



(67) 



schreiben, in der jetzt M die Masse des ganzen Haufens, also 
M = Z'm bedeutet. 

Der in dieser Weise bestimmte Punkt S heißt der Schwer- 
punkt des Punkthaufens. Daß er mit Recht eine Benennung 
verdient, bei der auf die Wahl des Anfangspunktes, dessen wir 

uns. zu seiner Ermittelung 
bedienten, gar nicht Be- 
zug genommen wird, muß 
allerdings erst noch be- 
wiesen werden. Zunächst 
wäre nämlich zu ver- 
muten, daß man für jede 
andere Wahl des Anfangs- 
/ punktes zu einem anderen 

)Q, Punkte S gelangen könne. 

Um dies zu untersuchen, 
wählen wir in Abb. 39 
außer dem zuerst angenommenen Anfangspunkte noch 
irgend einen anderen Anfangspunkt 0\ Die unregelmäßig ge- 
zogene geschlossene Linie in Abb. 39 soll den Umriß des 
Punkthaufens angeben und m sei die Masse irgend eines dazu- 
gehörigen Punktes. Die Radienvektoren von aus bezeichnen 
wir mit r, die von 0' aus mit t'. Einer der Anfangspunkte 
oder beide können übrigens auch in den Umriß des Punkt- 
haufens hineinfallen. Für das graphische Mittel § der Massen- 
abstände von aus gilt zunächst Gl. (66). Wir bilden nun 
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auch das graphische Mittel I' der Yon O aus gezählten Radien- 
vektoren. Hierbei beachten wir, daß 

r' = a + r 

ist, wenn mit a der Radiusvektor von ö nach bezeichnet 
wird. Wir erhalten daher 

^^~z^ ^m ~ lim -a-h». ^oö; 

Bei Ausführung der Division mit Z'm ist nämlich zu 
berücksichtigen, daß a konstant ist und daß daher für 21mVi 
auch oZ'm geschrieben werden kann, sowie daß 27m r bei 
Division mit Um nach Grl. (66) % liefert. 

Hatten wir also § von aus abgetragen und waren da- 
durch zum Punkte S gelangt, so finden wir i als dritte Seite 
des Dreiecks, in dem die beiden anderen Seiten durch a und 
gebildet werden. Die Verbindungsstrecke O'S gibt also sofort I' 
an, d. h. wir gelangen stets zu demselben Punkte ä, von welchem 
Anfangspunkte aus wir auch das graphische Mittel der Massen- 
abstände abtragen mögen. Damit ist der vermißte Nachweis 
geliefert und wir erkennen, daß die Lage von S nur durch 
die Gestalt des Punkthaufens und durch die Massenverteilung 
in ihm bedingt ist und daß es ganz gleichgültig ist, von 
welchem Anfangspimkte wir zur Ermittelung von S ausgehen. 

Dieselbe Betrachtung bleibt auch noch gültig, wenn wir 
0' mit Ä zusammenfallen lassen. Dann wird tt = — 8 und 
i wird zu Null. Demnach ist 

Zmr = (69) 

die notwendige und zugleich die hinreichende Be- 
dingung dafür, daß der Anfangspunkt, von dem wir 
in dieser Gleichung die Radienvektoren t rechnen, 
mit dem Schwerpunkte zusammenfällt. 

Kaum eine andere Betrachtung führt so ganz von selbst 
zum Gebrauche des Rechnens mit gerichteten Größen und vor 
allem zum Begriffe der geometrischen Summe als die Lehre 
vom Schwerpunkte. In der Tat hat auch auf diesem Gebiete 
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die Benützung von Vektoren in der Bechnnng ihren ersten 
Anfang genommen. Das berühmte Werk von Mob ins ,,Der 
baryzentrische Kalkül" bildete den ersten Schritt auf diesem 
Wege, der sich seitdem so nützlich für die ganze Behandlung 
der Mechanik erwiesen hat. 

Zunächst leite ich noch einige einfache Folgerungen aus 
den vorhergehenden Betrachtungen ab. Angenommen, der ganze 
Punkthaufen sei in mehrere Gruppen eingeteilt, deren Massen 
mit Jfj, iüfg u. s. f. bezeichnet werden. Dann gilt für jeden 
Anfangspunkt die Gleichung 

wenn man unter U^ eine Summierung versteht, die sich auf 
alle zur ersten Gruppe gehörigen Punkte erstreckt, dabei mit 8^ 
den Radiusvektor des zugehörigen Gruppenschwerpunktes be- 
zeichnet, und entsprechend bei den anderen Gruppen. Die 
Gleichung lehrt uns, daß wir den Schwerpunkt des ganzen 
Haufens auch dadurch finden können, daß wir zunächst den 
Schwerpunkt jeder einzelnen Gruppe aufsuchen, uns dann die 
ganze Masse jeder Gruppe in ihrem Schwerpunkte vereinigt 

denken und hierauf den Schwerpunkt 
der so bestimmten Massenpunkte auf- 
suchen. 

Auf diese Art verfährt man in der 
Tat sehr häufig, um den Schwerpunkt 
einer verwickeiteren Massenverteiluug 
zu ermitteln, die sich in mehrere einfache 

Alt)b. 40. . 

Teile zerlegen läßt. — Besonders zu er- 
wähnen ist noch der Fall, daß der ganze Haufen in nur zwei 
Gruppen zerlegt ist. Die Gruppenschwerpunkte seien mit S^ 
und Sg (Abb. 40) bezeichnet. Man wähle S^ als Anfangspunkt, 
daon ist 

denn i^ verschwindet. Hiernach ist i gleichgerichtet mit §2. 
Der Schwerpunkt des ganzen Haufens fäUt also auf die gerade 
Verbindungslinie beider Teilschwerpunkte. Er teilt den Ab- 
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Abb. 41. 



stand zwischen beiden im umgekehrten Verhältnisse der Massen 
beider Gruppen. 

Eine andere einfache und häufig mit Nutzen yerwendbare 
Folgerung erhält man durch Parallelprojektion des Punkthaufens 
auf irgend eine Ebene 
(vgl. Abb. 41). Dabei 
denken wir ims die 
Massen mit projiziert 
so nämlich, daß der 
Projektion jedes ma- 
teriellen Punktes die- 
selbe Masse zuge- 
schrieben wird, wie 
dem Punkte im Räume. 
Da sich ein geschlos- 
senes Polygon stets 
wieder als geschlos- 
senes Polygon proji- 
ziert, besteht auch zwischen den Projektionen r' und I' der 
Radienvektoren t und 1 die Beziehung 

und diese Gleichung sagt aus, daß der Schwerpunkt S" der 
ebenen Massenverteilung in der Projektionsebene durch die 
Projektion des Schwerpunktes des Punkthaufens im Räume ge- 
bildet wird. Man drückt dies am einfachsten durch den Satz 
aus, daß sich bei der Parallelprojektion der Schwerpunkt mit 
projiziert. 

Hierzu erwähne ich noch, daß man häufig von dem Schwer- 
punkte einer Linie oder einer Fläche oder eines Raumes redet, 
ohne eine bestimmte Massenverteilung anzugeben, zu der dieser 
Schwerpunkt gehören soll. Man hat dies dann immer so zu 
verstehen, daß die Masse gleichmäßig über diese Gebilde ver- 
teilt gedacht werden solL Hat man nun z. B. den Schwer- 
punkt eines Kreissegmentes bereits ermittelt, so kann man 
nach dem eben bewiesenen Satze sofort auch den Schwerpunkt 
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des EUipsensegments angeben^ das durch Parallelprojektion 
aus dem Kreissegmente erhalten werden kann. Jede Flächen- 
einheit des Kreissegments ist nämlich mit gleich viel Masse 
belegt zu denken. Projiziert man nun die Massen^ so sind 
diese in der Projektion dichter zusammengedrängt, denn die 
Flächeneinheit im Räume ergibt eine Projektion, die gleich 
dem Kosinus des Neigungswinkels zwischen der Kreisebene 
und der Projektionsebene ist. Der Neigungswinkel ist aber 
hier überall derselbe und daher ist auch die Fläche des 
Ellipsensegments nach der Projektion der Massen noch überall 
gleichförmig mit Masse belegt. Die Projektion des Schwer- 
punktes des Kreissegments fällt also in der Tat mit dem 
Schwerpunkte des EUipsensegments zusammen. Dasselbe gilt 
auch für die Projektion jeder beliebigen ebenen Figur. 

Dagegen ist der Satz nicht verwendbar, um etwa den 
Schwerpunkt des EUipsenbogens aus dem Schwerpunkte des 
Kreisbogens abzuleiten. Die Projektion des Kreisbogenschwer- 
punktes ist zwar immer noch der Schwerpunkt einer Massen- 
yerteilung auf dem EUipsenbogen. Diese Massenverteilung ist 
aber nicht mehr gleichförmig, weil der Neigungswinkel der 
verschiedenen Bogenelemente des Kreises zur Projektionsebene 
verschieden ist. Der EUipsenbogen wird durch die Projektion 
der Massen dort am dichtesten mit Masse belegt, wo jener 
Neigungswinkel am größten ist. Da man nun unter dem 
Schwerpunkte des EUipsenbogens den Schwerpunkt einer 
MassenverteUung versteht, die über die ganze Bogenlänge 
gleichförmig ist, so kann dieser aus dem Kreisbogenschwer- 
punkte durch Projektion nicht gefunden werden. 

AhnUch ist es auch bei der Projektion krummer Ober- 
flächen oder bei der Projektion von Körpern. Die Anwend- 
barkeit des Satzes ist daher im wesentlichen auf die Schwer- 
punktsermittelung von ebenen Figuren beschränkt. 

Mit den Schwerpunkten ebener Figuren hat man sehr 
häufig zu tun. Dabei ist es oft zweckmäßig, die der Defini- 
tion des Schwerpunktes zugrunde gelegte Gleichung durch 
ein andere zu ersetzen, die durch eine einfache Betrachtung 
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Abb. 42. 



aus ihr folgt. In Abb. 42 sei der An£Etiig8piuikt und 5 der 
Schwerpunkt der Figur. Dann hat man sunächst 

Nun ziehe man zwei Achsen OX 
und Y durch 0, die der Ein- 
fachheit wegen rechtwinklig 
zueinander angenommen wer- 
den sollen. Man kann nämlich 
die Betrachtung geradeso auch 
für schiefwinklige Achsen 
durchfuhren ; hat aber davon 
keinen besonderen Gewinn. 
Projiziert man alle Vektoren 
in der yoransgehenden Glei- 
chung auf die Achse OX, 

so wird 

Ms=^Emx. (70) 

Die Projektionen x und s sind zugleich die Abstimde der zu- 
gehörigen Massen m yon der Achse OF. Man kann jetzt die 
Achse OX wieder fortlöschen, da sie nur zum Beweise und 
nicht zur praktischen Anwendung des durch Gl. (70) aus- 
gesprochenen Satzes nötig ist. Dieser Satz hat ganz dieselbe 
Form wie Gl. (67); an die Stelle der Radienvektoren von einem 
Anfangspunkte sind jetzt nur die senkrechten Abstände von 
einer beliebig gewählten Achse getreten. 

Soll die Achse durch den Schwerpunkt gehen, 

^*^°^^^ Hmx^Q (71) 

sein. Eine solche Achse wird eine Schwerlinie der Figur 
(oder überhaupt des Punkthaufens) genannt und GL (71) ist 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine 
gegebene Achse eine Schwerlinie bildet. 

Der Schwerpunkt der Figur bezieht sich, wie bereits an- 
gegeben, auf eine gleichförmige Massenverteilung über die 
ganze Fläche. Jedes m ist daher dem Flächenelemente d^ 
proportional, zu dem es gehört. Ersetzt man noch das Summen- 
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zeichen durch ein Integralzeichen^ um anzudeuten^ daß es sich 
um eine Summierung unendlich vieler und unendlich kleiner 
Glieder handelt, so kann 61. (71) auch in der Form 



ß 



xdF=0 



(72) 



angeschrieben werden. 

Eine mit der vorausgehenden sehr nahe verwandte Be- 
trachtung läßt sich an Abb. 43 anknüpfen. In dieser sei S 
der Schwerpunkt eines beliebigen, dreifach ausgedehnten Punkt- 
haufens und a eine beliebig gewählte Ebene. Dann gilt auch 
hier stets die Gleichung 

Ms== Umx (73) 

zwischen den Abständen x und s von der Ebene a. Zum Be- 
weise wähle man irgend einen Punkt in der Ebene a als An- 
fangspunkt und proji- 
ziere die Vektoren mx 
und Jf 8 auf eine zu a 
senkrechte Achse, die 
in der Abbildung weg- 
gelassen wurde, weil 
es bei der Anwendung 
der Gleichung nicht 
auf sie ankommt. 
Wenn zwei gerichtete 
Größen einander gleich 
sein sollen, müssen auch ihre Projektionen auf jede beliebige 
Achse gleich sein. Die Projektionen der Radienvektoren r 
und 8 auf die erwähnte Achse liefern aber die Abstände x 
und s von der Ebene a. — Wenn die Ebene a den Haufen 
durchschneidet, müssen selbstverständlich die nach verschie- 
denen Seiten der Ebene liegenden Abstände mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen in die Gleichung eingeführt werden. Soll 
die Ebene durch den Schwerpunkt S gehen, so gilt auch hier- 
für die notwendige und hinreichende Bedingung 

Umx^O, (74) 




Abb. 43. 
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§ 25. Der Schwerpunkt als Mittelpunkt paralleler Kräfte. 

An jedem Punkte des Haufens denke man sich eine Ejraft 
angebracht^ die der Masse des Punktes proportional ist. Alle 
diese £[räfte seien gleich gerichtet Wie wir früher sahen, 
kann man zwei gleich gerichtete Kräfte an dem als starr be- 
trachteten Punkthaufen immer durch eine Resultierende er- 
setzen, die mit diesen ebenfaUs gleich gerichtet ist und deren 
Richtungslinie zwischen die Richtungslinien der gegebenen 
Kräfte fällt. Durch Wiederholung des Verfahrens kann man 
beliebig viele parallele und gleich gerichtete Kräfte zu einer 
Resultierenden vereinigen. Wir wollen uns diese Zusammen- 
setzung mit den an dem Punkthaufen angebrachten Kräften 
vorgenommen denken. Dann läßt sich beweisen, daß die Re- 
sultierende stets durch den Schwerpunkt des Punkthaufens 
geht, welche Richtung man auch für die parallelen Kräfte 
wählen möge. 

Kräfte, die den Massen proportional sind, erteilen allen 
Punkten des Haufens die gleiche Beschleunigung. Bezeichnen 
wir die Beschleunigung sowohl der Größe als der Richtung 
nach mit g, so kann die an dem ersten Punkte des Haufens 
angebrachte Kraft ^^ 

gesetzt werden und ähnlich für die übrigen Punkte. Um nun 
zu beweisen, daß die Resultierende aller ^ durch den Schwer- 
pimkt des Punkthaufens gehen muß, wähle ich den Schwer- 
punkt als Momentenpunkt und wende den Satz an, daß das 
Moment der Resultierenden jedenfalls gleich der geometrischen 
Summe der Momente aller fß ist. Die vom Schwerpunkte 
nach den einzelnen materiellen Punkten gezogenen Radien- 
vektoren bezeichne ich mit t^ u. s. f. Dann erhalte ich für 
die genannte Momentensumme 

wobei sich die geometrische Summierung über alle Punkte des 
Haufens zu erstrecken hat. Setzt man hier den Wert von 1^ 
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ein, so wird daraus 

2jYm% • r. 

Der Faktor m in dem geometrischen Produkte ist richtungs- 
los; es ist daher gleichgültig, ob ich g oder t mit diesem 
Faktor zusammenfasse. Ich kann daher für den vorausgehen- 
den Ausdruck auch 

schreiben. In dieser Summe von geometrischen Produkten 
enthält aber jedes Glied den konstanten Faktor g. Nach dem 
Satze, daß eine geometrische Summe mit einer gerichteten 
Größe auf äußere Art multipliziert wird, indem man jedes 
Glied damit multipliziert, kann daher der konstante Faktor g 
vor eine Klammer gesetzt werden, während in die Klammer 
die geometrische Summe der anderen Faktoren kommt. Die 
Stelle der Klammer vertritt bei unserer Schreibweise schon 
das Summenzeichen. Nach dieser Umformung geht daher der 
vorige Ausdruck über in 

Yi'^mXr 
Nun war aber der Anfangspunkt, von dem die Radien- 
vektoren r gezogen wurden, der Schwerpunkt, und nach der 
im vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Eigenschaft des 
Schwerpunktes, Gl. (69), ist 

2Jmt = 0. 

Demnach wird auch das vorausgehende Produkt zu Null und 
wir finden schließlich 

Ebenso groß, also auch gleich Null, ist aber auch das 
Moment der Resultierenden aller ^. Da nun die ^ alle gleich 
gerichtet waren, ist die Größe der Resultierenden gleich der 
Summe aller Absolutwerte der ^, also jedenfalls von Null 
verschieden. Das Moment der Resultierenden kann daher nur 
dadurch zu Null werden, daß der Momentenpunkt auf ihrer 
Richtungslinie liegt, womit die Behauptung des Satzes be- 
wiesen ist. 
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Parallele Ejäfte^ die den Massen der Punkte proportional 
sind, sind vor allem die Gewichte der Punkte. Die Resul- 
tierende aus allen Einzelgewichten eines Körpers geht also bei 
jeder Lage, die man dem Körper gegen die Erde geben mag, 
durch den Schwerpunkt des Körpers. Das ist eine der wich- 
tigsten Eigenschaften des Schwerpunktes, von der er auch 
seinen Namen erhalten hat. Nach der Art, wie der Schwer- 
punkt im vorigen Paragraphen definiert wurde, hätte nämlich 
zunächst gar keine Veranlassung vorgelegen, ihm diese Be- 
zeichnung zu geben; es hätte viel näher gelegen, ihn den 
Massenmittelpunkt zu nennen. Jene Betrachtungen waren ja 
in der Tat von rein geometrischer Art; sie bilden einen Be- 
standteil der sogenannten „Geometrie der Massen'^, deren Be- 
trachtungen an sich nur in lockerem Zusammenhange mit der 
eigentlichen Mechanik stehen. Der hierbei gefundene Massen- 
mittelpunkt hat aber eine Reihe von Eigenschaften, die ihn 
zugleich zu einem der wichtigsten Begriffe der Mechanik er- 
heben. Deshalb wurde gleich von Anfang an der Name „Schwer- 
punkt" für ihn eingeführt. Es ist aber gut, wenn man stets 
in Erinnerung behält, daß die ursprüngliche Begriffsbestim- 
mung des Schwerpunktes, aus der alle übrigen Eigenschaften 
folgen, die eines Mittelpunktes der gegebenen Massen ist. 

In der Mechanik der starren Körper, bei der es immer 
zulässig ist, irgendwie verteilte Kräfte durch ihre Resultierende 
— falls eine solche besteht — zu ersetzen, kann man nach 
dem eben bewiesenen Satze das Gewicht des Körpers stets als 
eine Einzelkraft behandeln, die durch den Schwerpunkt geht. 
Infolgedessen wird sehr häufig der Schwerpunkt geradezu als 
der Angriffspunkt des Gewichtes bezeichnet. So lange es nicht 
auf die Verteilung der inneren Kräfte im Körper ankommt, 
ist diese Auffassung auch ganz unbedenklich. Ganz genau ist 
sie aber nicht, denn wie ich schon früher hervorhob, verliert 
bei einer Resultierenden von Kräften, die an verschiedenen 
Punkten eines Körpers angreifen, der Angriffspunkt überhaupt 
seine ursprüngliche physikalische Bedeutung. Bei der Resul- 
tierenden kommt es nur noch auf ihre Größe, ihre Richtung 
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und die Lage der Richtungslinie an, während die Wahl des 
Angriffspunktes auf der Richtungslinie ganz willkürlich bleibt. 
Immerhin ist es aber sehr bemerkenswert, daß die Rich- 
tungslinien der Resultierenden der parallelen Bi^fte, in welcher 
Richtung man diese Kräfte auch wirken lassen möge, stets 
durch denselben Punkt gehen. Es ist daher wünschenswert, 
eine Bezeichnung für diesen Punkt zu besitzen, die diesen wich- 
tigen Umstand deutlich zum Ausdrucke bringt. Man nennt 
ihn daher den Mittelpunkt der parallelen Kräfte. Mit 
dem Schwerpunkte fällt dieser Mittelpunkt übrigens nur dann 
zusammen, wenn in der Tat alle Kräfte den Massen, an denen 
sie angebracht sind, proportional sind. Man sieht nämlich leicht 
ein, daß die vorausgehenden Betrachtungen auch dann anwend- 
bar bleiben, wenn die parallelen Kräfte nach Größe und Lage 
ganz beliebig verteilt sind. Um diesen Fall auf den vorigen 
zurückzuführen, ist es nur nötig, dem Angriffspunkte von jeder 
der parallelen Kräfte eine Masse willkürlich zuzuschreiben, die 
deren Größe proportional ist. Der Mittelpunkt der parallelen 
Kräfte fällt dann mit dem Schwerpunkte dieser gedachten 
Massenverteilung zusammen. Denkt man sich nun alle Kräfte 
um ihre Angriffspunkte irgendwie gedreht, aber so, daß sie 
stets parallel zueinander bleiben und auch ihre anfängliche 
Größe behalten, so dreht sich ihre Resultierende um den 
Mittelpunkt. 

§ 26. Resultierende von Zentrifugalkräften. 

Ein starrer Körper drehe sich mit der Winkelgeschwindig- 
keit u um eine feste Achse. Abb. 44 stellt die Projektion des 
Körpers auf eine zu dieser Achse senkrechte Ebene dar; ist die 
Projektion der Drehachse. An dem Massenteilchen m mit dem 
von aus gerechneten Radiusvektor r bringen wir die Zentri- 
fugalkraft a an. Diese ist nach § 14 mit Hervorhebung der 
Richtungen 

Wenn der Körper, wie es häufig der Fall sein wird, eine 
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zur Drehachse senkrechte Symmetrieebene hat, die wir dann 
als Projektionsebene ansehen können, lassen sich die Zentri- 
fugalkräfte zu einer Besultieren- 
den zusammensetzen, die in der 
Symmetrieebene liegt und durch 
den Punkt geht. Wir wollen 
diesen Fall jetzt yoraussetzen. Die 
Resultierende tt finden wir nach 
Größe und Richtung durch geo- 
metrische Summierung aller 6), 
also 

wenn 1 wieder den Radiusvektor des Schwerpunktes bedeutet. 
Diese Gleichung sagt aus, daß die Resultierende ebenso 
groß und ebenso gerichtet ist, als wenn alle Massen 
im Schwerpunkte vereinigt wären. 

Anmerkung. Wenn der Körper keine zur Drehachse senk- 
rechte Symmetrieebene hat, kann man sich, um die Zentrifugal- 
kräfte zusammenzusetzen, jede von ihnen parallel nach jenem 
Punkte verlegt denken, in dem sich der Schwerpunkt auf die 
Drehachse projiziert. Bei dieser Parallelverlegung treten Kräffcepaare 
auf, deren Momentenvektoren senkrecht zur Drehachse stehen. Die 
nach verlegten Kräfte kann man dort zu einer Resultierenden 
vereinigen, die mit der für den vorigen Fall ermittelten überein- 
stimmt. Dagegen kommt hier noch das aus den einzelnen Kräffce- 
paaren gebildete resultierende Kräftepaar hinzu. Daraus folgt, daß 
sich die Zentrifugalkräfte im allgemeinen FaDe nicht durch eine 
einzige Resultierende ersetzen lassen. — Auf die Zusammensetzung 
der Kräftepaare kann an dieser Stelle noch nicht eingegangen 
werden. 

§ 27. Ermittelung des Schwerpunktes. 

Die allgemeinen Untersuchungen der vorausgehenden Para- 
graphen geben uns schon die Mittel zur Hand, um den Schwer- 
punkt in einem gegebenen Falle wirklich aufzusuchen. Hier 
soll ahev noch näher besprochen werden, wie man dies praktisch 
am bequemsten ausführt. 



176 



Dritter Abgchnitt. Die Lehre vom Schwerpunkte. 



Zunächst kann, man den Schwerpunkt eines gegebenen 
Körpers durch einen Versuch ermitteln, indem man den Körper 
an einem biegsamen Faden frei schwebend aufhängt. Der 
Körper ist dann unter zwei Kräften, nämlich dem Gewichte 
und der Fadenspannung, die an ihm angreifen, im Gleich- 
gewichte. Zwei Kräfte können sich aber, wie wir früher 
fanden, nur dann im Gleichgewichte halten, wenn ihre Rich- 
tungslinien in dieselbe Gerade fallen. Verlängert man also die 
Bichtungslinie des Fadens durch den Körper, so geht sie 
durch den Schwerpunkt, und nach einer Wiederholung des 
Versuchs mit einer zweiten Aufhängung erhält man den Schwer- 
punkt als Schnittpunkt der beiden Schwerlinien. 

Um den Schwerpunkt einer krummen Linie (Abb. 45) zu 
finden, die in einer Zeichnung beliebig gegeben ist, teilt man 

sie in eine Anzahl Abschnitte, die hin- 
reichend klein sind, um sie als gerade 
betrachten zu können, wählt irgend 
einen Anfangspunkt und zieht die Radien- 
vektoren nach den Mitten der Abschnitte. 
Am bequemsten ist es, wenn man die 
Abschnitte alle von gleicher Größe 
wählt. Dann ist der Faktor m in den 
Produkten mx konstant und man kann 
ihn gleich der Einheit setzen. Man 
braucht dann nur die geometrische 
Summe der Radienvektoren in einem nebenan gezeichneten 
Summationspolygone zu bilden. Die Schlußseite dieses Poly- 
gons dividiert durch die Anzahl der Abschnitte liefert den 
Radiusvektor § des Schwerpunktes. Wenn wir diesen von 
aus abtragen, erhalten wir sofort den Schwerpunkt S. Wenn 
die Anzahl der Abschnitte, in die man die krumme Linie ge- 
teilt hatte, ziemlich groß war, ist es zweckmäßiger, die Radien- 
vektoren in dem Summationspolygone von vornherein nur mit 
einem Bruchteile ihrer wahren Länge aufzutragen, damit die 
Figur nicht unbequem groß wird. Dieses Verfahren ist ge- 
wöhnlich sehr schnell und bequem auszuführen und erfordert 




Abb. 45. 
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zur Erzielung einer genügenden Genauigkeit meist nur eine 
Einteilung in wenige Abschnitte. 

Noch etwas weiter durchführen läßt sich das Verfahren 
für den Fall, daß die krumme Linie AB ein Kreisbogen ist 
(Abb. 46). Hier steht nichts im Wege, sich die Anzahl der 
Abschnitte ds unendlich groß zu denken. Der Maßstab des 
Summationspolygons kann 
so gewählt werden, daß 
das zu einem beliebigen ds 
gehörige dsx in der Größe 
ds in das Summations- 
polygon eingetragen wird. 
Dieses geht dann selbst in 
einen Kreisbogen über, der 
dem gegebenen kongruent 
und um einen rechten 
Winkel dagegen gedreht 

ist. Der Radiusvektor § des Schwerpunktes erlangt 
daher im Summationspolygone die Länge l der 
Kreisbogensehne. Die wahre Länge s wird daraus 
durch die Überlegung gefunden, daß das Produkt 
ds • r durch ds dargestellt wurde und daß in demselben Maß- 
stabe l das Produkt aus s und der Bogenlänge h angibt. Wir 
haben also die Proportion 
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wenn mit a der in Bogenmaß gemessene Zentriwinkel des 
Kreisbogens bezeichnet wird. Für einen Halbkreisbogen ist 
also z. B. der Abstand des Schwerpunktes vom Durchmesser 
s = 2r/7t. 

Wenn die Gestalt der krummen Linie durch ihre Gleichung 
nach den Methoden der analytischen Geometrie gegeben ist, 
kann man die Koordinaten des Schwerpunktes auch durch 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 12 
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Rechnung^finden. Für die Achse OX hat man 
sfäs-fy,l,. 

und nach Ausführung der Integrationen, die über die ganze 
Bogenlänge AB zn erstrecken sind, erhält mau daraus den 
Schwerpunktabstand ,s- von der X-Achse. Der Abstand von 
der l'-Aehse kann ebenso 
ermittelt werden. Besondere 
Beispiele dazu gebe ich nicht, 
da es sich hierbei eigentlich 
nur um Übnngen in der 
Auswertung bestimmter In- 
tegrale handelt, die besser 
im Anschlüsse an die Vor- 
lesungen über höhere Mathe- 
matik vorgenommen werden. 
Ganz ebenso gestaltet sich auch die Schwerpunktsermitte- 
lung von Flächen nach der analytischen Methode. Der Beitrag 
des Streifens ydx in Abb. 48 zu dem statischen Momente 
der Fläche für die X-Aehae ist gleich ydx • ^ und daher der 
Seh werpunktaab stand s Ton der X-Achse 




Die einzige Schwierig- 
keit besteht in der Aus- 
wertung der bestimm- 
ten Integrale, die frei- 

lieh oft viel Arbeit 

'*'■' verursachen kann. 

An Stelle der soeben 
Torgenommeneu Flächenzerlegung ist oft eine andere zweck- 
mäßiger, wie am Beispiele des Dreiecks gezeigt werden soll. 
Alle Teile des in Abb. 49 schraffierten unendlich schmalen 
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Streifens haben denselben Abstand y von der Grundlinie. Die 
Breite des Streifens ist 

h — V 

Das statische Moment der Dreiecksfläche in bezag auf die 
Grundlinie wird daher 



gh^ 



JV-jT^y ■ y = gjydy - 'ijfdy = ^ y - ^ y 6 



Durch Division mit der Dreiecksfläche erhalten wir daraus 

TL 

den Abstand des Schwerpunktes von der Grundlinie gleich • 

Einfacher gelangt man zu diesem Resultate dadurch^ daß 
man die Spitze des Dreicks zum Anfangspunkte wählt und 
den Satz M^ = Umx an- 
wendet. Der Schwerpunkt des I / \^ 
schraffierten Streifens liegt | / \v 
nämlich in der Mitte und für | / Nv 
ihn ist daher mtr von der ^ y^^^^^^,^^^ 
Spitze nach der Streifenmitte \ / j \, 
gerichtet. Alle Glieder in der j / i^ \^ 

Summe 2Jmx fallen daher in -^— t ^ 

die Richtung der von der ^^^^ ^^ 

Spitze aus nach der Gegen- 
seite gezogenen Mittellinie. Die gleiche Richtung hat dem- 
nach auch 8 und wir erkennen daraus, daß jede Mittellinie 
eines Dreiecks eine Schwerlinie ist. Der Schnittpunkt der 
drei Mittellinien ist daher der Schwerpunkt und aus der Plani- 
metrie ist schon bekannt, daß dieser Schnittpunkt in ^ der 
Dreieckshöhe liegt, was mit dem vorher gefundenen Resultate 
übereinstimmt. 

Um den Schwerpunkt eines Vierecks zu ermitteln, zerlegt 
man das Viereck durch eine Diagonale in zwei Dreiecke, für 
die man die Schwerpunkte durch Ziehen der Mittellinien auf- 
sucht. Die Verbindungslinie beider Teilschwerpunkte liefert 
eine Schwerlinie des Vierecks. Hierauf zieht man die andere 

12* 
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Diagonale und wiederholt das Verfahren. Der Schnittpunkt 
beider Schwerlinien ist der gesuchte Schwerpunkt. 

Den Schwerpunkt eines Trapezes bestimmt man gewöhn- 
lich nach dem aus Abb. 50 ersichtlichen Verfahren. Man ver- 
längert die beiden parallelen Seiten nach entgegengesetzten 
Richtungen, macht DF = AB und EA == CD und verbindet 
E mit F, Dann ist EF eine Schwerlinie des Trapezes. Eine 
zweite Schwerlinie kann entweder auf dieselbe Weise durch Ver- 
längern der parallelen Seiten nach den andern Richtungen oder 
auch als Verbindungslinie der Seitenmitten von CD und AB 
gefunden werden. 

Um den Beweis zu führen, der etwas umständlicher ist, als 
die sehr einfach auszuführende Konstruktion, zerlege man das Trapez 
durch die Diagonale AD in zwei Dreiecke und suche deren Schwer- 
punkte S^ und S^ auf. Nach ihnen ziehe man von E aus die 
Vektoren 8^ und %^. Bezeichnet man die Seite OD, als Vektor 
aufgefaßt, mit a, Seite AB mit i und Diagonale AD mit f und setzt 
man noch, da i mit a parallel ist, B = ^Q, sodaß also n das 
Verhältnis der Seitenlängen bezeichnet, so hat man 

, 2 / tt\ . , no , 1 / ntC\ 

ii = » + 8 (* - J5 »2 ^ « + 2" + 3 (^ - 2-) 

Auch die Dreiecks- 

^ D ji^ flächen und somit 

die in den Schwer- 
punkten /Sj und S^ 
vereinigten Massen 
verhalten sich wie 
1 zu n. Für den 
Radiusvektor ^ des 
Trapezschwerpunktes 
findet man daher 




Abb. öO. 



und durch Eintragen der für 1^ und %^ aufgestellten Werte geht 
dies nach einfacher Umformung über in 

Hiermit ist bewiesen, daß die Richtung von mit der Rieh- 
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tting von (a + wll + f) d. h. mit der Eichtung von JEF zusammen- 
fällt und daß daher EF eine Schwerlinie ist. 

Um den Schwerpunkt eines Fünfecks zu ermitteln, ziehe 
man eine Diagonale, durch die das Fünfeck in ein Dreieck 
und ein Viereck zerlegt wird. Von beiden sucht man nach 
dem beschriebenen Verfahren die Schwerpunkte auf und er- 
hält in der Verbindungslinie beider eine Schwerlinie. Die 
Wiederholung des Verfahrens für eine zweite Zerlegung des 
Fünfecks liefert eine andere Schwerlinie und der Schnittpunkt 
von beiden den Schwerpunkt. 

Anstatt dessen kann man auch das Fünfeck sofort durch 
zwei Diagonalen in drei Dreiecke zerlegen. Man sucht deren 
Schwerpunkte auf und berechnet die Dreiecksflächen. Jedem 
Teilschwerpunkte legt man eine Masse bei, die der Dreiecks- 
fläche proportional ist, uud ermittelt die geometrische Summe 
27m r far die drei Massenpunkte mit Hilfe eines Summations- 
polygons. Durch Division mit der Fläche des Fünfecks erhält 
man hieraus % und damit auch den Schwerpunkt S, Zur Ver- 
einfachung dieses Verfahrens ist es zweckmäßig, einen der 
Teilschwerpunkte als Anfangspunkt der Radienvektoren zu 
wählen, weil dann ein Glied in 2^mx fortfällt, sodaß man nur 
noch zwei Glieder graphisch zu summieren hat. 

Aach für Polygone mit beliebig vielen Seiten ist das zu- 
letzt beschriebene Verfahren bequem anwendbar. Bei beliebig 
gestalteten Figuren kann man auch so verfahren, daß man 
zunächst eine Zerlegung in einzelne Teile vornimmt, deren 
Schwerpunkte entweder nach den vorhergehenden Lehren so- 
fort angegeben werden können oder die man mit genügender 
Genauigkeit einschätzen kann, worauf man an den Teilschwer- 
punkten parallele Kräfte anbringt, die den zugehörigen Flächen 
proportional sind, und die Kräfte zu einer Resultierenden ver- 
einigt. Wie dies am bequemsten ausgeführt wird, werde ich 
erst bei einer späteren Gelegenheit zeigen. Die Richtungs- 
linie der Resultierenden ist eine Schwerlinie. Nach Wieder- 
holung des Verfahrens für eine andere Richtung der parallelen 
Kräfte erhält man den Schwerpunkt. Gewöhnlich ist aber, 



182 Dritter Abschnitt. Die Lehre vom Schwerpunkte. 

wenn es sich nur um die Ermittelung . des Schwerpunktes und 
nicht gleichzeitig auch um die Beantwortung anderer Fragen 
handelt, von denen später die Rede sein wird, die Ausführung 
der Summierung Umx einfacher als die Kräftezusammensetzung. 

Manchmal ist es bequemer, eine Figur als DiflFerenz von 
zwei andern aufzufassen, falls deren Schwerpunkte leicht an- 
gegeben werden können. Auch dann ist die Verbindungslinie 
beider Schwerpunkte eine Schwerlinie für die gegebene Figur. 
Denn die gegebene Figur und die sie ergänzende bilden zu- 
sammen die umschließende Figur und die drei Schwerpunkte 
müssen nach den früheren Lehren auf einer Geraden liegen. 

Die Schwerpunkte von Körpern mit gleichförmiger Massen- 
verteilung können nach denselben Regeln ermittelt werden, 
^zunächst also analytisch durch Berechnung von Emx^ worin x 
den Abstand von einer festen Ebene bedeutet, mit Hilfe be- 
stimmter Integrale. Für ein Tetraeder findet man gerade so 
wie beim Dreiecke, daß die Verbindungslinie einer Ecke mit 
dem Schwerpunkte einer Gegenseite eine Schwerlinie bildet. 
Diese vier „Mittellinien^^, wie man sie auch hier passend nennt, 
schneiden sich in einem Punkte, der um ein Viertel der Höhe 
von jeder Basisfläche entfernt ist. 



§ 28. Die Guldinsche Regel. 

Eine gerade oder krumme Linie AB in Abb. 51 möge 

um die Achse YY gedreht werden, 
sodaß sie eine Rotationsfläche be- 
schreibt. Der Winkel, um den wir 
_ __ ^ . . 

"\^ drehen, kann beliebig groß sein und 
^ IS^ gei mit a bezeichnet; er kann auch 

\ eine volle Umdrehung bilden. Ein 

\ Bogenelement ds beschreibt hierbei 

\^ eine Fläche, deren Inhalt gleich dsax 

ist und die ganze Fläche wird daher 
gleich 

Abb. 61. aixds. 
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Dafür kann man aber auch nach der Lehre vom Schwerpunkte 

a ' sh 

setzen, wenn h die Bogenlänge und s den Schwerpunktsabstand 
von YY bedeuten. Daraus folgt, daß der Inhalt der Rota- 
tionsfläche gleich der Bogenlänge multipliziert mit dem Schwer- 
punktswege ist. 

So wird z. B. eine Kugelfläche durch volle Umdrehung 
eines Halbkreises um seinen Durchmesser erhalten. Der Schwer- 
punktsabstand für den Halbkreis war vorher zu 2r/^ ermittelt 
und der Schwerpunkts weg für eine volle Umdrehung ist daher 
gleich 4r. Multipliziert man dies mit der Bogenlänge Tcr des 
Halbkreises, so erhält man den Inhalt der Kugeloberfläche zu 
4jrr^. Natürlich kann man auch umgekehrt nach diesem Satze, 
der gewöhnlich als die Guldinsche Regel bezeichnet wird, 
den Schwerpunktsabstand für den Bogen AB berechnen, wenn 
der. Inhalt der Rotationsfläche bereits bekannt ist. 

Der Satz gilt auch für das Volumen, das von einer ebenen 
Figur bei Umdrehung um eine in ihrer 
Ebene liegende Achse beschrieben wird. 
Das von dem Flächenelemente dF in 
Abb. 52 beschriebene Volumen ist gleich 
axdF und das ganze Volumen daher 



aCxdF, 



Wofür nach der Lehre vom Schwer- 
punkte 

asF 




Abb. 52. 



gesetzt werden kann. Das Volumen 
eines Rotationskörpers ist daher gleich 

dem Flächeninhalte des Querschnitts multipliziert mit dem 
Wege des Schwerpunktes. Hiemach kann man z. B. den Ab- 
stand des Schwerpunktes einer Halbkreisfläche von dem Durch- 
messer berechnen. Das bei einer vollen Umdrehung um den 
Durchmesser beschriebene Kugelvolumen ist gleich 4;rrV3. 
Durch Division mit der Halbkreisfläche jcr^/2 erhält man 
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8r 
daraus für den Schwerpunktsweg ~ • Der Schwerpunktsabstand 

wird daraus durch Division mit 23r, also gleich gefunden. 



§ 29. Stabiles, labiles und indifferentes Gleichgewicht. 

Eine Kugel, die auf eine ebene Platte gelegt wird, bleibt 
in jeder Lagö, die man ihr geben mag, im Gleichgewichte, 
wenn ihre Masse gleichmäßig über das Volumen verteilt ist, 
der Schwerpunkt also mit dem Kugelmittelpunkte zusammen- 
fällt. Denn bei jeder virtuellen Verschiebung, die man ihr 
aus ihrer augenblicklichen Lage erteilt, bewegt sich der Schwer- 
punkt in horizontaler Richtung und die von dem Gewichte 
der Kugel geleistete Arbeit ist daher gleich Null. Auch der 
Auflagerdruck, der von der Platte auf die Kugel übertragen 
wird, leistet, wenn von Reibung abgesehen wird, keine Arbeit, 
denn durch den Berührungspunkt geht beim Rollen der Kugel 
die Momentanachse und beim Gleiten bewegt sich zwar der 
Berührungspunkt, aber in einer Richtung senkrecht zum Auf- 
lagerdrucke. Reibungen, die etwa in Betracht zu ziehen wären, 
widersetzten sich der Bewegung und zu ihrer- Überwindung 
wäre eine positive Arbeitsleistung erforderlich. Aber auch 
ohne Reibungen kann sich die Kugel nicht von selbst nach 
irgend einer Seite in Bewegung setzen, weil dazu eine posi- 
tive Arbeitsleistung gehört, durch die sie die lebendige Kraft 
ihrer Bewegung erhält. Die Kugel muß also in der Tat in 
jeder Lage in Ruhe bleiben, und wenn sie etwas aus der 
ersten Lage verschoben wird, hat sie weder das Bestreben 
in diese Lage zurückzukehren, noch sich weiter von ihr zu 
entfernen. Ein solches Gleichgewicht wird als ein indif- 
ferentes bezeichnet. 

Man nehme ferner an, daß die Masse nicht gleichförmig 
über das Volumen der Kugel verteilt sei, sodaß der Schwer- 
punkt etwas exzentrisch liegt. In diesem Falle bleibt die 
Kugel, falls Reibungen vermieden sind, nur dann im Gleich- 
gewichte, wenn der Schwerpunkt entweder seine höchste oder 
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seine tiefste Lage einnimmt. Denn zum Gleichgewichte gehört, 
daß die beiden einzigen Kräfte, die an der Kugel angreifen, 
nämlich das Gewicht und der Auflagerdruck, auf dieselbe 
Gerade fallen. Die durch den Schwerpunkt lotrecht gezogene 
Gerade muß also durch den Auflagerpunkt der Kugel gehen 
und das ist nur möglich, wenn Auflagerpunkt, Schwerpunkt 
und Kugelmittelpunkt auf einer Geraden liegen. Beide Gleich- 
gewichtsfäUe, die hiemach noch möglich sind, unterscheiden 
sich aber erheblich voneinander. Wenn der Schwerpunkt seine 
höchste Lage einnimmt, bewegt er sich bei einer kleinen 
virtuellen Verschiebung zunächst in horizontaler Richtung. 
Besteht die virtuelle Verschiebung nämlich in einem Rollen, 
also in einer unendlich kleinen Drehung um eine durch den 
Auflagerpunkt gehende horizontale Achse, so beschreibt der 
Schwerpunkt einen unendlich kleinen Kreisbogen, der senkrecht 
zum Radius, senkrecht also zu der vom Auflagerpunkte zum 
Schwerpunkte gezogenen Verbindunglinie steht. Da dieser 
Radius selbst lotrecht stand, muß der Kreisbogen horizontal 
gerichtet sein. Insofern ist also in der Tat die Arbeitsleistung 
des Gewichtes bei der unendlich kleinen Verschiebung gleich 
Null zu setzen und die Gleichgewichtsbedingung ist erfüllt. 
Sobald aber die Drehung nicht ganz streng unendlich klein 
ist, findet doch eine kleine Senkung des Schwerpunktes und 
demnach eine Arbeitsleistung des Gewichtes statt, durch die 
der Körper in diese Bewegung versetzt werden kann. Zu einer 
Verschiebung des Schwerpunktes . in horizontaler Richtung, die 
von der ersten Ordnung klein ist, gehört eine Verschiebung 
in lotrechter Richtung, die klein von der zweiten Ordnung ist. 
Man erkennt daraus, daß sich die Kugel, wenn alle äußeren 
Störungen fem gehalten sind, zwar nicht von selbst aus der 
Gleichgewichtslage entfernen kann, daß sie aber, wenn sie 
durch andere Umstände ein wenig aus dieser Lage verschoben 
war, nicht mehr im Gleichgewichte ist, sondern sich stets 
weiter aus ihr entfernt. Ein solches Gleichgewicht heißt in- 
stabil oder labil oder auch unsicher. Ein streng instabiles 
Gleichgewicht kann überhaupt nicht verwirklicht werden, da 
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es nicht möglich ist, alle kleineren Erschütterungen, Luft- 
strömungen u. s. f., die zu einem ersten kleinen Ausweichen 
führen können, von dem Körper fem zu halten, und weil es 
außerdem auch gar nicht möglich wäre, dem Körper anfäng- 
lich die genaue mathematische Gleichgewichtslage ohne die 
geringste Abweichung zu geben. Sobald etwas rollende Rei- 
bung — oder überhaupt irgend ein derartiger Bewegungs- 
widerstand — hinzukommt, hört aber das GleichgQwicht auf, 
streng instabil zu sein, und es kann dann wohl verwirklicht 
werden. So ist es z. B. nicht unmöglich, einen Stuhl auf zwei 
Beinen zu balancieren. Im Gartensande gelingt es ganz leicht; 
es wird freilich um so schwerer, die richtige Anfangslage zu 
treffen und störende Erschütterungen fem zu halten, je glatter 
der Fußboden ist. Gerade die Erfahrungen über das instabile 
Gleichgewicht geben übrigens einen guten Anhaltspunkt zur 
Beurteilung der Größe der rollenden Reibung. 

Wenn der Schwerpunkt seine tiefste Lage hat, ist die 
Arbeitsleistung des Gewichts für eine unendlich kleine Ver- 
Schiebung immer noch Null oder, wenn man will, unendlich 
klein von der zweiten Ordnung. Für eine endliche Verschie- 
bung wird aber die Arbeitsleistung negativ. Ohne von außen 
geleistete positive Arbeit ist die Verschiebung daher nicht 
möglich. Nach einer kleinen Lagenänderung bleibt der Körper, 
falls Reibungen vermieden sind, nicht mehr im Gleichgewichte, 
sondern er kehrt in die Anfangslage zurück. Eine solche 
Gleichgewichtslage wird als eine stabile oder sichere be- 
zeichnet. 

Ganz ähnlich wie jetzt bei der auf einer horizontalen 
Platte aufruhenden Kugel wird auch in allen andern Fällen 
verfahren, um zwischen den verschiedenen Arten des Gleich- 
gewichtes zu unterscheiden. Aus einem zweiten Beispiele wird 
dies noch besser hervorgehen. Auf einer kugelförmigen Ober- 
fläche vom Halbmesser iJ sei eine Kugel vom Halbmesser r 
aufgestellt (Abb. 53), deren Schwerpunkt um e unterhalb des 
Kugelmittelpunktes liegt. Die Höhe r — e des Schwerpunktes 
über dem Auflagerpunkte sei mit x bezeichnet. Es fragt sich, 



§ 29. Stabiles, labiles und indifferentes Gleichgewicht. 187 



wie groß x sein muß^ wenn das Gleichgewicht indifferent, 
stabil oder labil sein soll. Zunächst sei übrigens noch darauf 
hingewiesen, daß die kugelförmige Gestalt der sich berühren- 
den Körper nur in der unmittelbaren Nachbarschaft der Be- 
rührungssteUe von Bedeutung ist; überall sonst kann man 
sich die Körper beliebig umgrenzt vorstellen. 

Man denke sich die obere 
Kugel um ein kleines Stück 
aus der Gleichgewichtslage fort- 
gerollt und berechne, um wie- 
viel sich ihr Schwerpunkt bei 
dieser Bewegung hebt oder senkt. 

Zu diesem Zwecke können 
wir uns die Kugel zunächst 
um den Mittelpunkt der unteren 
Kugel gedreht denken, so lange 
bis ihr Mittelpunkt die neue 
Lage einnimmt, worauf wir eine 
Drehung um den Mittelpunkt 
der oberen Kugel folgen lassen, 
von solcher Größe, daß der 
von einem Punkte des Umfangs 
beschriebene Bogen gleich dem 
auf der unteren Kugelfläche zu- 
rückgelegten Wege wird. Diese Bedingung muß nämlich offen- 
bar erfüllt sein, damit die Kugel auch durch bloßes Rollen 
ohne Gleiten in die neue Lage gelangen kann. 

Bei der ersten Bewegung beschreibt der Schwerpunkt S 
einen Bogen vom Halbmesser R + x und vom Zentriwinkel d(p, 
dessen Projektion auf die Lotrechte von der zweiten Ordnung 
unendlich klein ist und mit u bezeichnet sei. Man erhält dafür 

u=^(R + x)(l- cos dif) = (i? -f x)^\ 

wenn der Kosinus des unendlich kleinen Winkels dtp in eine 
Reihe entwickelt wird, von der es genügt, bis zu dem von 
der zweiten Ordnung kleinen Gliede zu gehen. 




Abb. .58. 
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Der auf der unteren Kugelfläche bei der ersten Bewegung 
beschriebene Bogen ist gleich Rdg). Wir müssen jetzt die 
obere Kugel um ihren Mittelpunkt um einen Winkel dtif drehen, 

rdij; = Rdq) 

ist. Hierbei hebt sich der Schwerpunkt um einen Betrag ^; 
der Deutlichkeit wegen ist diese zweite Bewegung in Abb. 54 
vergrößert und mit Weglassung der Umrißlinien u. s. f. dar- 
gestellt. Wir berechnen zuerst die Strecke ^ -{- y und hier- 
auf y gerade so wie vorher u und finden hieraus z, nämlich 

, + y==e(l-coB{dg^ + d^)) = ,(^*P-+-^-^)', 
y = e (1 - cos d^) = 6 | , 

Wenn z gleich u ist, findet, bis auf unendlich kleine 

Größen höherer Ordnung genau, weder eine 

Hebimg noch eine Senkung des Schwer- 

^ punktes statt und das Gleichgewicht ist in- 

diflferent. Die Bedingung dafür lautet also 

(JJ + x) dq>^ = (r - x){dtlj^ + 2d(pdil>). 

z 

c^y Beachtet man, daß 

dxl) = —d(p 
ist, so geht dies über in 

und die Auflösung dieser Gleichung nach x liefert 

Er 
B -\-r 

Liegt der Schwerpunkt tiefer, so ist das Gleichgewicht sicher, 
im entgegengesetzten Falle unsicher. 

Bei dieser Betrachtung ist eine Störung des Gleichgewichts 
nur in Form einer rollenden Bewegung in Aussicht genommen 
worden. Wenn die Kugeln absolut glatt wären, sodaß gar 



Abb. 54. 
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keine gleitende Reibung in Betracht käme, wäre das Gleich- 
gewicht freilich bei jedem Werte von x labil, denn dann 
könnte der vorher zuerst ins Auge gefaßte Bewegungsanteil 
auch für sich allein zustande kommen und die mit ihm ver- 
bundene Bewegung u des Schwerpunktes wäre in jedem Falle 
nach abwärts gerichtet. Tatsächlich genügt aber die gleitende 
Reibung auch bei den glattesten Oberflächen, die wir herstellen 
können, um eine solche Bewegung auszuschließen, sodaß nur 
auf die rollende Bewegung geachtet zu werden braucht. . Die 
rollende Reibung, die sich dieser etwa noch widersetzt, würde 
zur Folge haben, daß x noch um eine Kleinigkeit größer sein 
dürfte, als vorher berechnet, ehe das labile Gleichgewicht ein- 
tritt. Bei glatten und harten metallischen Oberflächen ist dieser 
Einfluß der rollenden Reibung aber nur sehr unbedeutend. 

Man kann die Aufgabe übrigens auch dadurch lösen, 
daß" man die Kurve untersucht, die der Schwerpunkt bei der 
epizyklischen Bewegung der oberen Kugel auf der unteren 
beschreibt. Wenn die Kurve nach unten konkav ist, ist das 
Gleichgewicht labil, im umgekehrten Falle ist es stabil, und 
indifferent ist es, wenn der Krümmungshalbmesser der Kurve 
im Scheitel unendlich groß wird. 

Auch für den Fall, daß die obere Kugel durch eine Platte 
mit ebener ünterfläche ersetzt wird oder daß die untere Kugel- 
fläche nach oben hin hohl ist, führt die vorige Behandlung 
leicht zum Ziele. Bei ellipsoidischen Flächen wird die Rech- 
nung aber natürlich verwickelter. Verwandt mit diesen Be- 
trachtungen ist auch die Lehre von der Stabilität des Gleich- 
gewichts schwimmender Körper, die an anderer Stelle behandelt 
werden wird (§ 66). 

§ 30. Saiz von der Bewegung des Schwerpunkte^. 

Ein beliebiger Punkthaufen bewege sich unter dem Ein- 
flüsse bekannter äußerer Kräfte. Es ist dabei nicht nötig, daß 
die Punkte des Haufens fest miteinander zusammenhängen; 
sie können auch ganz unabhängig voneinander sein. Die Lage 
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des Schwerpunktes wird in jedem Augenblicke durch den von 
einem festen Anfangspunkte gezogenen Radiusvektor g be^ 
stimmt, der durch die Gleichung 

gegeben ist (Abb. 55). Nach Verlauf eines Zeitteilchens dt 
hat sich jedes r um ein dt und 8 um d^ geändert, sodaß 
auch nachher wieder 

M(ß + d^) = 2:m(t + dr) 

ist. Subtrahiert man beide Gleichungen voneinander und di- 
vidiert durch dty so wird 

K=^0- (75) 

Der Differentialquotient des von dem festen Anfangspunkte 
aus gerechneten Radiusvektors eines Punktes nach der Zeit 

gibt aber nach Richtung und Größe 
die Geschwindigkeit dieses Punktes 
an. Bezeichnen wir die Geschwindig- 
keit eines beliebigen Punktes mit t> 
und die des Schwerpunktes mit H^, 
so kann demnach Gl. (75) auch in 
der Form 

Mt^Q = Umt (76) 

j^^^ 55 geschrieben werden. Das Produkt 

aus Masse und Geschwindigkeit heißt 
Bewegungsgröße und unter der Bewegungsgröße eines Punkt- 
haufens wird die geometrische Summe der Bewegungsgrößen 
aller Punkte des Haufens verstanden. Gl. (76) kann daher 
dahin ausgesprochen werden, daß die Bewegungsgröße eines 
beliebigen Punkthaufens gleich der Gesamtmasse des Haufens 
multipliziert mit der Geschwindigkeit des Schwerpunktes ist. 
Wenn der Schwerpunkt ruht, ist die Bewegungsgröße des 
ganzen Haufens gleich Null. 

Auch Gl. (76) gilt in jedem Augenblicke. Nach Ablauf 
eines Zeitelementes dt ändert sich jedes ti um irgend ein .dft; 
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man hat daher auch 

M(pQ + dto) = 2Jm(\^ + dt») 

und nach Subtraktion von Gleichung (76) und Division mit dt 
wird daraus ,^ ,^ 

Der Differentialquotient der Geschwindigkeit nach der Zeit ist 
die Beschleunigung des Punktes und nach dem dynamischen 
Grundgesetze ist das Produkt aus Masse und Beschleunigung 
jedes Punktes gleich der Resultierenden aller an diesem Punkte 
angreifenden Kräfte. Diese Kräfte kommen teils von außen, 
teils gehen sie von den übrigen Punkten des Haufens aus. 
Die Resultierende der äußeren Kräfte an irgend einem Punkte 
des Haufens sei mit ^ und irgend eine von den inneren 
Kräften, die an ihm angreifen, mit 3 bezeichnet; dann ist für 
diesen Punkt 

'4" = * + ^3 

I 

und Gl. (77) geht durch Einsetzen dieses Wertes über in 

Nach dem Wechselwirkungsgesetze ist aber die Gesamtsumme 
aller inneren Kräfte gleich Null; die vorige Gleichung verein- 
facht sich daher zu 

M^l^Z^. (78) 

Diese Gleichung spricht den Satz von der Bewegung des 
Schwerpunktes aus. Sie hat nämlich genau die Form der dy- 
namischen Grundgleichung für einen einzelnen Massenpunkt,, 
der mit dem Schwerpunkte zusammenfällt und dessen Masse 
M ist, während alle äußeren Kräfte ^ unmittelbar an ihm 
angreifen. Der Schwerpunkt eines beliebig zusammen- 
i gesetzten Punkthaufens bewegt sich demnach stets 

so, als wenn die ganze Masse des Haufens in ihm 
vereinigt wäre und als wenn alle äußeren Kräfte, die 
auf die einzelnen Punkte des Haufens wirken, in 
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gleicher Größe und Richtung an ihm angebracht 
wären. 

Immer wenn man in der Mechanik des materiellen Punktes 
einen Körper unter dem Bilde eines einzelnen materiellen 
Punktes auffaßt, denkt man sich seine Masse in diesem Punkte 
vereinigt und auch alle Kräfte an diesen Punkt verlegt. Der 
Satz von der Bewegung des Schwerpunktes lehrt uns erst 
nachträglich, inwiefern dies berechtigt ist und welcher Punkt 
des Körpers zu diesem Zwecke ausgesucht werden muß. Wir 
sehen jetzt, daß es selbst bei der verwickeltsten Bewegung, 
die ein starrer Körper auszuführen vermag, bis zu einem ge- 
wissen Grade immer noch zulässig ist, den Körper als einzelnen 
Punkt zu betrachten; man erhält auf diese Art wenigstens 
die Bewegung des Schwerpunktes vollständig genau. Nur wenn 
es nötig wird, auch über die Drehungen Rechenschaft zu 
geben, die der Körper daneben um Achsen, die durch den 
Schwerpunkt gehen, ausführt, genügt es nicht mehr, sich den 
Körper im Schwerpunkte vereinigt zu denken. 

Früher ist schon manchmal darauf hingewiesen worden, 
daß ein Kräftepaar einen starren Körper in Drehung zu ver- 
setzen suche. Diese Aussage war aber noch nicht ganz präzis 
und sie stützte sich eigentlich nur auf die unmittelbare An- 
schauung und Erfahrung. Erst der Satz von der Bewegung 
des Schwerpunktes gestattet, dies schärfer auszudrücken. Ver- 
legt man nämlich beide Kräfte des Kräftepaares nach dem 
Schwerpunkte, so heben sie sich gegenseitig auf und wir er- 
kennen, daß der Schwerpunkt in Ruhe bleibt, wenn der Körper 
vorher ruhte. Die Bewegung, die dem starren Körper durch 
ein Kräftepaar erteilt wird, kann daher nur in einer Drehung 
um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse be- 
stehen. 

Wenn man irgend einen sperrigen Gegenstand, z. B. einen 
Stuhl, zum Fenster hinaus wirft, bemerkt man eine zunächst 
ganz ungeordnet scheinende Bewegung. Der Stuhl überschlägt 
sich — wenigstens im allgemeinen Falle, wenn nicht besondere 
Sorgfalt darauf verwendet wurde, ihm nur eine translatorische 
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Bewegung zu erteilen - mehrmals, und wenn man irgend 
eine einzelne Ecke ins Auge faßt, erkennt man, daß deren 
Bewegung sehr kompliziert ist. Die Beschreibung dieser Be- 
wegung wird aber sofort sehr vereinfacht, wenn wir darauf 
achten, daß der Schwerpunkt des Stuhles sich wie ein ge- 
worfener materieller Punkt, also, wenn der Luftwiderstand 
yernachlässigt werden kann, in einer Parabel bewegt. Nach- 
her fehlt nur noch die Untersuchung der Drehungen, die der 
Stuhl außerdem um Schwerpunktsachsen ausführt. Dieser Teil 
der Betrachtung ist freilich der schwierigere und er wird erst 
im vierten Bande dieser Vorlesungen zur Erledigung kommen. 

Ein bekanntes Beispiel zur Erläuterung des Schwerpunkt- 
satzes bildet auch eine Granate, die während ihres Fluges durch 
die Luft platzt. Die einzelnen materiellen Punkte, die vorher 
einen starren Körper ausmachten, bilden nachher einen Haufen 
von Punkten, die sich unabhängig voneinander bewegen. Aber 
auch hierbei bewegt sich der Schwerpunkt genau so weiter, 
als wenn die Granate noch zusammenhinge und alle Kräfte an 
ihr angriffen. In der Bewegung des Schwerpunktes würde in 
der Tat durch die Explosion nicht die geringste Änderung 
herbeigeführt, wenn die Granate etwa durch den leeren Raum 
flöge. Bei der Bewegung durch die Luft trifft dies aber nicht 
völlig zu, weil der Luftwiderstand, den die einzelnen Stücke 
erfahren, zusammengenommen nicht genau dem Luftwiderstande 
für die ganze Granate entspricht. 

Ein ähnliches, aber für die Technik weitaus wichtigeres 
Beispiel bildet die Lokomotive in ihrem Laufe. Wir wollen 
zunächst annehmen, daß ein Eisenbahnzug in einem Gefälle 
bergab fahre, sodaß die Bewegungswiderstände dadurch gerade 
überwunden werden. Die Bewegung des Zuges erfolgt dann 
gleichförmig bei abgesperrtem Dampfzutritte. Auch der Schwer- 
punkt der Lokomotive bewegt sich in diesem Falle gleich- 
förmig. Auf der Lokomotive verschieben sich aber die zu 
dem Kurbelmechanismus gehörigen Massen des Kolbens, der 
Kurbelstange u. s. f. nach einem bestimmten Gesetze und ver- 
legen dadurch fortwährend den Schwerpunkt relativ zu dem 

Pöppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl 13 
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Gestelle des Fahrzeuges. Gerade weil ßich der Schwerpunkt 
des ganzen Systems gleichförmig bewegt^ kann sich daher der 
LokomotiTrahmen nicht ^eichförmig bewegen. Er wird ab- 
wechselnd etwas zurück bleiben und wieder Torwarts gehen. 

Ganz ähnlich gestaltet sich der Vorgang auch noch bei 
horizontaler Bahn und gleichförmiger Geschwindigkeit des 
Zuges. Die Zugketten sind jetzt angespannt mit einer Kraft, 
die die an den angehängten Wagen auftretenden Bewegungs- 
widerstände überwindet. Die Zugketten sind aber nicht mit 
dem Schwerpunkte der ganzen Lokomotive, sondern mit dem 
Gestelle in Verbindung. Wegen der abwechselnd auftretenden 
Beschleunigungen und Verzögerungen des Gestells kann daher 
die Zugkraft — auch abgesehen von den Unterschieden, die 
durch die Kurbelstellungen bedingt sind — nicht gleichförmig 
übertragen werden. Es treten vielmehr Schwankungen in der 
Anspannung der Zugketten auf, die sich als Stöße bemerklich 
machen. 

Man kann diese Schwankungen durch Anbringen eines 
Gegengewichtes am Treibrade gegenüber dem Kurbelzapfen 
.beseitigen. Früher pflegte man oft die ganze Lokomotive, 
nachdem sie fertig gestellt war, an Seilen aufzuhängen und 
das Gegengewicht so zu justieren, daß horizontale Schwin- 
gungen beim Ingangsetzen des Kurbelmechanismus vermieden 
wurden. Ein so umständlicher Versuch ist aber gar nicht 
nötig, wenn man die Massen nur so berechnet, daß keine 
Horizontalverschiebungen des Schwerpunktes des ganzen 
Systems relativ zum Gestelle auftreten. 

Damit allein ist aber der Gegenstand noch nicht ganz erledigt. 
Bei einem Massenausgleiche, der nur darauf Bedacht nimmt, Hori- 
zontalverschiebungen des Schwerpunktes auszuschließen, läßt sich 
nämlich nicht verhindern, daß der Schwerpimkt Vertikalverschie- 
bimgen relativ zum Gestelle erfährt. Beim Aufhängen der Loko- 
motive an Seilen können sich diese nicht bemerklich machen, weil 
die Seile eine Vertikalverschiebung des Gestells verhindern. Die 
Spannungen der Seile müssen aber zu diesem Zwecke fortwähren- 
den Schwankungen unterliegen. Bei Verwendung einer derartig 
ausgeglichenen Lokomotive zum Zugdienste wird man nun zwar 
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die vorher erwähnten stoBartigen Schwankungen der Zugkraft nicht 
mehr zu befürchten haben, dagegen muß man nun Erhöhungen 
und Verminderungen des Raddruckes, mit dem die Lokomotive auf 
den Schienen aufsitzt, mit in den Kauf nehmen. Diese Schwan- 
kungen machen sich um so mehr bemerklich, je schneller die Loko- 
motive läuft; sie wachsen mit dem Quadrate der Geschwindigkeit. 
Es kann in der Tat vorkommen, daß der Raddruck bei einer ge- 
wissen Stellung bis auf Null- abnimmt und bei einer anderen bis 
zum doppelten Werte des Raddrucks bei ruhender Lokomotive an- 
steigt. Beide Erscheinungen sind bedenklich; die erste, weil sie 
eine Entgleisung der Lokomotive herbeiführen könnte, die andere, 
weil die Beanspruchung der Schienen beträchtlich erhöht wird. 

Eine ausführliche Behandlung der Frage des Massenausgleichs 
kann an dieser Stelle nicht gegeben werden; es sollte nur auf den 
großen Nutzen aufmerksam gemacht werden, den der Satz von der 
Bewegung des Schwerpunktes bei derartigen Untersuchungen ge- 
währt. Besondere Bedeutung haben übrigens solche Untersuchungen 
in neuerer Zeit bei der Konstruktion der Schiffsmaschinen erlangt, 
wobei es sich auch darum handelt, die in Folge der Eigen- 
bewegungen der hin- und hergehenden Massen in den Maschinen 
auftretenden Schwingungen des Schiffskörpers nach Möglichkeit zu 
vermeiden. Im vierten Bande dieser Vorlesungen werde ich auf 
diese Fragen zurückkommen. 



§ 31. Lebendige Kraft eines starren Körpers. 

Die lebendige Kraft eines einzelnen materiellen Punktes 
von der Masse m und der Geschwindigkeit ti ist 

und die lebendige Kraft eines Punkthaufens ist gleich der 
Summe der lebeudigen Kräfte aller Teüe, also 

L = 27m—- 

Die Summierung ist hier eine gewöhnliche numerische, da 

die lebendige Kraft eine Größe ohne Richtung und immer 

positiv ist. 

Gehören alle Punkte des Haufens einem starren Körper 

an, so kann der vorhergehende Ansdruck noch einer sehr 

13* 
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wichtigen Umformung unterzogen werden. Am einfachsten 
ist der Fall der Translationsbewegung zu erledigen. Hier ist 

der Faktor - für alle Punkte konstant und man hat 

L - M'4. 

wenn M die Gesamtmasse des starren Körpers ist. In diesem 
Falle genügt es also auch bei der Berechnung der lebendigen 
Kraft, den ganzen Körper als einen einzigen materiellen Punkt 
aufzufassen. 

Im allgemeinsten Falle wählen wir, wie im vorigen Ab- 
schnitte, einen Bezugspunkt, nach dem die Radien vektoren r 
gehen, und setzen 

t» = t>o + Vttt. 

Als Bezugspunkt wird aber hier am zweckmäßigsten der Schwer- 
punkt des standen Körpers gewählt. Wir bilden nun 

ö' = (tJo +Vttr)«= V+ 2lioVttr + (Vttt)'. 

Setzen wir dies ein, so erhalten wir 

L = \Em)^Q^+2:m% • Vur +^2;m(Vttt)l 

Wir wollen zunächst das zweite Glied dieses Ausdrucks 
ins Auge fassen. Den richtungslosen Faktor m können wir 
anstatt mit Tq auch mit dem zweiten Faktor des inneren 
Produkts vereinigen, also 

2;iio • mVur 

dafür setzen. Nun ist aber ti^ bei der Summierung konstant; 
es bedeutet die Geschwindigkeit des Schwerpunktes. Wir 
können daher den konstanten Faktor auch vor das Summen- 
zeichen setzen und erhalten damit 

H^jZ'mVttt oder auch ^E^M-mx. 

Aber auch tt ist im gegebenen Augenblicke konstant. Die 
Summierung, die jetzt noch vorgeschrieben ist, braucht daher 
nur auf den anderen Faktor des äußeren Produkts ausgedehnt 



r 



§ 31. Lebendige Kraft eines starren Körpers. 197 

zu werden. Wir erhalten dadnrch 

tlo • Vtt • Zmt. 

Da der Schwerpunkt als Bezugspunkt gewählt war, ist 
nach der allgemeinen Schwerpunktseigenschaft 

Zmt = 0, 

und hiermit nimmt auch der vorausgehende Ausdruck den 
Wert Null an. Der Ausdruck für die lebendige Kraft ver- 
einfacht sich daher zu 

L = iZm V + i2;m(Vttr7. 

Das erste Glied dieses Ausdrucks hat aber eine einfache 
Bedeutung: es gibt die lebendige Kraft an, die der Körper 
hätte, wenn seine ganze Masse im Schwerpunkte vereinigt 
wäre. Wenn die Winkelgeschwindigkeit u der Rotation gleich 
Null wäre, würde das erste Glied allein übrig bleiben; man 
bezeichnet es daher als die lebendige Kraft der Translation 
oder kürzer als die Translationsenergie des Körpers. Das 
letzte Glied hängt nur von der Winkelgeschwindigkeit tt ab 
und es wird daher als die Rotationsenergie bezeichnet. 

Die zu u äußere Komponente von t ist der senkrechte 
Abstand des betreffenden Massenpunktes von der durch den 
Schwerpunkt gehenden Rotationsachse. Gebrauchen wir dafür 
die Bezeichnung y, so ist 

und da der Faktor u konstant ist, wird 

Der hier noch vorkommende Summenausdruck hängt nur 
von der Gestalt und Massenverteilung des Körpers und von 
der Lage der Rotationsachse ab. Er kann, wenn der Körper 
gegeben ist, für jede Schwerpunktsachse von vornherein be- 
rechnet werden. Ausdrücke von dieser Bauart werden ganz 
allgemein als Momente bezeichnet imd zwar, wenn der Ab- 
stand, wie hier, im Quadrate darin vorkommt, als Momente 
zweiten Grades. Wir werden später noch andere Momente 
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zweiten Grades keimen lernen; das wichtigste unter ihnen ist 
aber das uns hier zum ersten Male entgegentretende. Es führt 
daher auch noch einen besonderen Namen und zwar wird es 
das Trägheitsmoment des Körpers für die betreflfende Schwer- 
punktsachse genannt. Ich werde es stets mit dem Buchstaben & 
bezeichnen. Für L erhalten wir nun schließlich 

L=^^Mt^Q^+-^&u\ (79) 

Die Spaltung der lebendigen Kraft des starren Körpers 
in ein Glied, das die Energie der fortschreitenden und in ein 
anderes, das die Energie der drehenden Bewegung darstellt, 
gewinnt, ganz abgesehen von der Bequemlichkeit, die dadurch 
für die Berechnung herbeigeführt wird, noch eine besondere 
Bedeutung durch die folgende Bemerkung. Ein starrer Körper, 
der sich beliebig bewegt, möge ganz sich selbst überlassen 
werden, also so, daß entweder gar keine Kräfte von außen 
her auf ihn einwirken, oder so, daß die äußeren Kräfte im 
Gleichgewichte miteinander stehen. Dann bewegt sich, wie wir 
schon wissen, der Schwerpunkt geradlinig mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit weiter. Die Translationsenergie bleibt also 
konstant. Außerdem kann sich aber auch die ganze lebendige 
Kraft nicht ändern, da die äußeren Kräfte keine Arbeit leisten 
und die Arbeit der inneren Kräfte für den starren Körper 
immer gleich Null ist. Daraus folgt, daß auch die Rotations- 
energie konstant bleiben muß. Es kann also von selbst keine 
Umwandlung des einen Energieanteiles in den anderen ein- 
treten; beide bleiben vielmehr für sich unabhängig vonein- 
ander bestehen. Wenn der Körper an ein Hindernis stößt, 
kann aber natürlich eine Umwandlung von Botationsenergie 
in Translationsenergie oder umgekehrt eintreten. 

Es möge auch auf die ganz verwandte Gestalt beider 
Glieder in dem Ausdrucke von L geachtet werden. Der Masse M 
im ersten Gliede entspricht das Trägheitsmoment S im zweiten 
Gliede, der Fortschreitungsgeschwindigkeit im einen die Dreh- 
geschwindigkeit im anderen Falle. Man kann geradezu sagen, 
daß das Trägheitsmoment eine Art von Masse ist, die bei 
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drehenden Bewegungen in Frage kommt^ und daher stammt 
auch der dafür gewählte Name. Ein wesentlicher Unterschied 
besteht nur insofern, als M für alle Richtungen von Hq den- 
selben Wert hat, während ® Ton der Richtung der Winkel- 
geschwindigkeit u abhängt. Später wird die Abhängigkeit des 
Trägheitsmoments von der Richtung der Schwerpunktsachse 
näher untersucht werden. 

Wenn der Schwerpunkt ruht, vereinfacht sich Gl. (79) zu 

L^^®u\ (80) 

Dieser Ausdruck kann aber auch ganz allgemein bei- 
behalten werden, wenn die Bewegung des starren Körpers 
nur in einer Rotation besteht. Denn die Geschwindigkeit 
eines Punktes wird in diesem Falle ihrem Absolutbetrage nach 
stets durch den Ausdruck uy angegeben und man hat 

Es ist aber jetzt nicht nötig, daß die Rotationsachse durch 
den Schwerpunkt gehe; die Abstände y sind von der Rotations- 
achse zu rechnen und das Trägheitsmoment bezieht sich auf 
dieselbe Achse. Diese Art der Berechnung der lebendigen 
Kraft ist namentlich dann bequem, wenn ein Maschinenteil 
dauernd um dieselbe feste Achse rotiert. 

Wird die Rotation eines starren Körpers um eine feste 
Achse durch ein Kräftepaar vom Momente Fp beschleunigt, 
so besteht eine einfache Beziehung zwischen diesem Momente 

und der Winkelbeschleunigung v . , die aus dem Satze von der 

lebendigen Kraft wie folgt abgeleitet wird. Die Arbeit des 
Kräftepaars, dessen Ebeoe senkrecht zur Drehachse stehen 
möge, während der im Zeitteilchen dt erfolgenden Drehung 
um den Winkel udt ist nach § 22 gleich Ppiidt. Bezeichnet 
man also die Zunahme der lebendigen Kraft L während dt 
mit dL, so ist nach dem Satze von der lebendigen Kraft 

dL = Pptidt oder -^ = Ppu. 

Andererseits erhält man durch Differentiation der Ausdruckes 
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Von L nach t 

dlj j^du 

dt ^^ dt 
und durch Gleichsetzen beider Werte folgt 

Diese Gleichung tritt an die Stelle der dynamischen 
Grundgleichung bei der drehenden Bewegung. Die Masse ist 
ersetzt durch das Trägheitsmoment, die Beschleunigung durch 
die Winkelbeschleunigung und die Kraft durch das Moment 
des Kräftepaars. 

Aufgaben. 

16. Aufgabe, Man soll den SchwerptmJct eines symmctrisclien 
Parahelsegments ermitteln, 

Lösung, In diesem Falle führt die Eechnung leicht zum 
Ziele. Man wähle die Sehne als X-Achse, einen Endpunkt als Ur- 
sprung. Wird die Länge der Sehne mit l und die Pfeilhöhe des 
Bogens mit f bezeichnet, so lautet die Parabelgleichung 

y==-j^{lx — x^)' 

JHir den Abstand s des Schwerpunktes von der Sehne hat man 
nach § 27 

ify^dx 



^=2 



fydx 



Für das erste Integral erhält man 





_16/-« l^_S_ , 
Z* ' 30 16' ^' 



Ebenso findet man 

i 



I ydx = y,- / (Ix — x^)dx = 3 /"^ 





und hiermit 



i/-- 



Aufgaben. 
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17. Aufgabe, Nach einem von Prof. Stded angegebenen Ver- 
fahren zur Ermittelung des Schwerpunkts eines Trapezes teilt man, 
wie in Abb. 56 an- 
gegeben, die Höhe in 
drei gleiche Teile, zieht 
durcJi die Teilpunkie 
die Farallden A B und . 
CD zu den Grund- 
linien, verbindet C mit 
B und sucht den 
Schnittpwnkt E der 
Verbindungslinie mit i(^-<^) 
der im gleichen Sinne 
verlaufenden Trapez- F 

diagonalen FG auf 
Eine Parallele zu den 

Grundlinien durch E ist dann eine Schwerlinie. Man soll den Be- 
weis für diese Beliauptung führen, 

Lösung, Unter Benützung derselben Bezeichnungen mit 
kleinen deutschen Buchstaben, wie sie schon bei der ähnlichen 
Betrachtung in § 27, Abb. 50 S. 180, gebraucht wurden, erhält 

man für die Strecke AB, ^e als Vektor aufgefaßt AB geschrieben 
werden möge, 

2a 




AB=^ y-\-^na', daher CB^^(t-ü) + AB = j{t + a-]-na). 

Bezeichnen wir mit x und y zwei vorläufig unbekannte Brüche, so 
können wir setzen 



X 



CE = X' CB=^~(c + a-\-na) und FE^yt. 
Da aber FE die geometrische Summe aus FC und CE ist, folgt 

yt = 3(c - a) + |(c + a + wa). 

Durch Ordnen nach den Vektoren a und c geht diese Gleichung 
über in 

t{^y - rr — 1) + tt(l - x{n + 1)) == . 

Da aber a und c verschieden gerichtet sind, muß jedes Glied für 
sich zu Null werden, woraus sich die Unbekannten x und y be- 
rechnen zu 



x = 



n+1 



und y = 



w + 2 
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In demselben Verhältnisse y wie die Diagonale FG wird auch die 
Höhe h des Trapezes geteilt. Für den Abstand von E bis zur 
Grundlinie GH hat man daher 



h 



n + 2 
3(n+l) 



und die Abstände von CD und AB sind 

1 



und h 



n 



3(n-f 1) '"3(^+1) 

d. h. sie verhalten sich umgekehrt wie die Flächen der Dreiecke, 
deren Schwerpunkte auf den Parallelen AB und CD enthalten 
sind. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

18. Aufgabe. Eine an den Enden mit Bollen versehene Stange, 
deren Schwerptmkt in der Stangenmitte liegt, stütiä sich wie in Abb. 57 
gezeichnet, gegen zwei wnter 45^ geneigte Ebenen, Ist das Gleich- 
gewicht stabil oder labil, wenn die Stange horizontal steht? 

Lösung. Die Rollenmittelpunkte verschieben sich parallel 

zu den stützenden Ebenen. Wenn 
die Stange in eine andere Lage 
gebracht wird, schneidet sie von 
dem durch die beiden Parallelen 
gebildeten Winkelraume ein recht- 
winkliges Dreieck ab. Die Ver- 
bindungslinie der Mitte der Hypo- 
tenuse mit der gegenüberliegenden 
Ecke ist aber bei jedem recht- 
winkligen Dreiecke gleich der 
Hälfte der Hypotenuse. Bei jeder Lage der Stange behält also 
der Schwerpunkt denselben Abstand von dem Scheitel des rechten 
Winkels, d. h. er bewegt sich auf einem Kreisbogen, der von diesem 
Punkte als Mittelpunkt aus beschrieben werden kann. Einer un- 
endlich kleinen Verschiebung der Stange aus ihrer horizontalen 
Lage entspricht daher eine Senkung des Schwerpunktes, die von 
der zweiten Ordnung unendlich klein ist. Damit ist das Gleich- 
gewicht als labil erkannt. 

19. Aufgabe. Auf eine feste Kugelfläche vom Halbmesser B 
wird oben ein Körper gelegt, der eine ebene Unterfläche hat, sodaß 
der Schwerpu/nkt senkrecht über dem Auflagerpimkte liegt. Wie hoch 
darf der Schwerpunkt liegen, ohne daß das Gleichgewicht labil wird ? 

Lösung. Für eine kugelförmige Begrenzung des oben auf- 
gelegten Körpers fanden wir in § 29 die dem indifferenten Gleich- 




Abb. 57 



r 
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gewichte entsprechende Höhe x des Schwerpunktes 

Br 

B-j-r 

Setzt man hierin r = oo , so verschwindet im Nenner R gegen r 
und man kann den Faktor r in Zähler und Nenner wegheben. 
Daraus folgt x =^ B. Das Gleichgewicht ist stabil, wenn x kleiner 
als B ist. — Man kann auch die frühere Betrachtung für den hier 
vorliegenden Fall ohne Schwierigkeit wiederholen. 

^. Aufgabe. Ein Eisenbahnwagen von 10000 kg Gewicht 
hat 4 Bäder, die näherimgsweise als bloße kreisßrmige Beifen von 
zusammen 1000 leg Gewicht angesehen werden sollen. Um wieviel 
wird die Masse des Eisenbahnwagens wegen der Botation der Bäder 
scheinbar bei der Fahrt erhöht? 

Lösung. Der Wagenkasten führt eine Translation aus; die 
Bewegung der Bäder läßt sich in die gleiche Translation und in 
die Drehung um den Schwerpunkt zerlegen. Für die Rotations- 
energie der Räder hat man 

denn bei einem Reifen hat jedes Massenteilchen denselben Abstand r 
vom Schwerpunkte. Die Translationsenergie der Räder ist 

Zwischen u und v besteht die Gleichung t; = wr, denn der gerade 
auf den Schienen aufsitzende Teil des Radumfangs muß sich in- 
folge der Rotation u um ebensoviel rückwärts als infolge der 
Translation v vorwärts bewegen, wenn nur Rollen und kein Gleiten 
der Räder auf den Schienen vorkommen soll. 
Hiemach ist im vorliegenden Falle 

L^ = L^. 

Zur gesamten lebendigen Kraft des Wagens tragen demnach die 
Radreifen soviel bei, als wenn sie doppelt soviel Masse hätten 
und nur die Translation mitmachten. Will man daher den Eisen- 
bahnwagen zur Berechnung der lebendigen Kraft als materiellen 
Punkt behandeln, so ist die Masse der Radreifen doppelt zu zählen; 
d. h. das Gewicht des Wagens ist scheinbar um 1000 kg erhöht. 

21. Aufgabe. Auf einen zentrisch gelagerten homogenen 
Zylinder von 40 cm Durchmesser und 2000 leg Gewicht wirkt ein 
statisches Moment von 10 mkg. Wie lange dauert es, bis der 
Zylinder eine Winkelgeschwindigkeit von 120 Touren in der Minute 
angenommen hat? 
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Lösung. Wir berechnen zunächst das Trägheitsmoment, ö 
des Zylinders für die Zylinderachse. Man denke sich im Quer- 
schnitte des Zylinders zwei Kreise mit den Halbmessern x und 
X -\- dx eingetragen ; alle dazwischen liegenden Massenteilchen haben 
den gleichen Abstand x von der Drehachse (abgesehen von ver- 
schwindend kleinen Unterschieden, auf die es jetzt nicht ankommt). 
Bezeichnen wir die Länge des Zylinders mit ?, den Halbmesser 
mit r, die spezifische Masse mit fi, so ist die Gesamtmasse 
M = %r^l^ und die zwischen den beiden Kreisen liegende Massö 
gleich 27txdxlfi. Der Beitrag dieser Masse zum Trägheitsmomente 
ist daher 27tx^dxlfi und hiernach 



r 



,8, , ^ . r* ,,r« 



27tx^dxlfi = 27tlfi— = M 



Der quadratische Durchschnittswert der Massenabstände von der 

T T / — 

Zylinderachse ist hiemach —= = -— y2. Man bezeichnet ihn als 

den Trägheitsradius; wäre die ganze Masse in diesem Abstände 
von der Drehachi^e vereinigt, so bliebe das Trägheitsmoment ebenso 
groß als es tatsächlich ist. 

Die lebendige Kraft bei der Winkelgeschwindigkeit u ist 

z 4 

Nach Gleichung (81) ist aber 

Da Pp konstant sein sollte, trifft dies hiernach auch von der 

Winkelbeschleunigung ^ zu. Die Bewegung ist also eine gleich- • 

förmig beschleunigte Eotation. Für die Beschleunigung erhalten 
wir, wenn noch das Gewicht Q = Mg eingeführt wird, 

m 
2 . 10 mkg • 9,81 



du _Pp _2Pp _2Ppg _ ^ ' 8ec' _ 1 

dt~~~e'~ WP *" ~Qr^ ~" 2000 kg • 0,04 m* ' sec** 

Andererseits entspricht die Winkelgeschwindigkeit von 120 Tou- 
ren pro Minute, die der Zylinder erlangen soll, dem in Bogenmaß 
ausgedrückten Werte 

u = 2 Touren pro sec = 2 • 2?!; • — = 12,57 

^ sec ' sec 



Aufgaben. 
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Die Zeit t, die verstreichen piuß, bis diese Geschwindigkeit 
erreicht ist, folgt nun aus 

2,45 • t == 12,57 zu t = 5,13 sec. 

^^. Aufgabe. Aus drei gleich langen wnd gleich schweren 
Stangen, die gdenkförmig miteinander verhtmden sind, ist eine drei- 
gliedrige Kette gebildet, die an den Punkten A und B (Abb, 58) 
aufgehängt wird. Man soll die Gleichgewichtsfigur der Kette (unter 
dem Einflüsse der Eigengewichte der Stangen) ermitteln, 

Lösung. Im stabilen Gleichgewichte muß der Schwerpunkt 
der ganzen Kette möglichst tief liegen, damit bei einer unendlich 




Abb. 58. 



kleinen virtuellen Gestaltänderung der Kette die Arbeit der äußeren 
Kräfte zu einer von der zweiten Ordnung unendlich kleinen ne- 
gativen Größe wird. Der von A nach dem Schwerpunkte der 

ersten Stange gezogene Eadiusvektor ist , der nach dem Schwer- 

a 

punkte der zweiten Stange 11+--, der nach dem Schwerpunkte 
der dritten Stange tt + 6 + « , wofür auch - \^ gesetzt werden 
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kann. Für den Kadiusvektor i ^es Schwerpunkts der ganzen Kette 
erhält man daher den Ausdruck 

Nun soll unter allen geometrisch möglichen Lagen der Kette jene 
ausgesucht werden, für die J die größte nach abwärts gerichtete 
Komponente hat. Da h ein für alle Mal gegeben ist, muß die 

genannte Bedingung auch für S — b und auch für 



i(«-^)-+i 



erfüllt sein. Der Endpunkt des Vektors. C + -^ ist aber der Mittel- 

punkt der mittleren Stange. Dieser Mittelpunkt muß daher bei 
der Gleichgewichtsgestalt ebenfalls eine möglichst tiefe Lage ein- 
nehmen. 

Wir schlagen von Ä und B aus zwei Kreise mit den Stangen- 
längen als Halbmessern, tragen zwischen beiden Kreisen mit dem 
Zirkel verschiedene mögliche Lagen der mittleren Stange ein, suchen 
jedesmal deren Mitte auf und verbinden die so erhaltenen Punkte 
durch eine Kurve. An diese in der Abbildung punktiert eingetra- 
gene Kurve legen wir eine horizontale Tangente HH, Deren Be- 
rührungspunkt gibt die tiefste Lage an, die die Stangenmitte ein- 
nehmen kann und von diesem Punkte aus kann man sofort die 
Gleichgewichtsiigur der Kette zeichnen. 

Anmerkung. Will man die Aufgabe analytisch lösen, so 
kommt man auf eine Gleichung sechsten Grades, die ebenfalls nur 
durch Probieren aufgelöst werden kann. Das angegebene graphische 
Verfahren verdient daher den Vorzug. Daß die Bedingungsgleichung 
einen so hohen Grad annimmt, hängt damit zusanmien, daß außer 
der einen Gleichgewichtsfigur, die wir suchen, unter Umständen 
auch noch andere, teils labile, teils stabile möglich sind. Diese 
können übrigens auf dem angegebenen graphischen Wege ebenfalls 
ohne weiteres ermittelt werden, indem man die von dem Mittel- 
punkte der mittleren Stange beschriebene Kurve nach beiden 
Seiten hin vervollständigt und alle zu ihr möglichen horizontalen 
Tangenten aufsucht. 
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Vierter Abschnitt. 
£ n e r g i e a m w a n d 1 a n g e n . 



§ 32. Bereohniing des Schwungrades einer Dampfinasohine. 

Durch die Einführung des Energiebegriffes haben die Natur- 
wissenschaften im neunzehnten Jahrhundert die tiefgreifendsten 
Umwandlungen erfahren. Die Mechanik ist dayo;;i am wenig- 
sten berührt worden^ obschon sie selbst den ersten Anstoß zur 
Aufstellung des EnergiebegrifPes gegeben hat. Tatsächlich war 
nämlich, als die neue Lehre kure vor der Mitte des neun- 
zehnten Jahrhunderts aufgestellt wurde, die Mechanik bereits 
im Besitze aller Vorstellungen dieser Lehre, so weit sre sich 
nur auf rein mechanische Vorgänge beziehen. So stammt die 
Überzeugung von der Unmöglichkeit eines perpetuum mobile 
schon aus dem achtzehnten Jahrhunderte und Betrachtungen 
über die Umwandlung verschiedener mechanischer Energie- 
formen ineinander sind auch schon um viele Jahre der Ent- 
deckung des mechanischen Wärmeäquivalents vorausgegangen. 
Durch diese Untersuchungen der Mechanik io^ der Boden für 
die Aufstellung des Energieumwandlungsgesetzes erst vorbereitet 
worden. 

Wenn aber auch durch die Einführung der energetischen 
Betrachtungen auf allen anderen Gebieten der Physik größere 
Umwälzungen in der Mechanik nicht veranlaßt wurden, so 
haben jene doch dazu geführt, daß man im allgemeinen solche 
Sätze oder Formeln der Mechanik für die Lösung von Auf- 
gaben bevorzugt, die mit dem Energiebegriffe unmittelbar 
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zusammenliängen. Oft stehen nämlich verschiedene Wege zur 
Lösung einer Aufgabe oflfen, die in ihren Ansprüchen an Zeit 
und Mühe nicht viel voneinander abweichen. So kann man 
z. B. den Momentensatz oder das Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten oft mit gleichem Vorteile gebrauchen. Gewöhn- 
lich gibt man aber dann dem Prinzipe der virtuellen Geschwin- 
digkeiten den Vorzug, weil es unmittelbar von Energiegrößen 
handelt. Eine Behandlung der Mechanik, bei der man es sich 
angelegen sein läßt, alle nicht mit Energiegrößen im möglichst 
unmittelbaren Zusammenhange stehenden Sätze oder Betrach- 
tungen zu gunsten der anderen tunlichst in den Hintergrund 
zu drängen, ist neuerdings oft empfohlen worden; sie wird als 
die energetische bezeichnet. In einem folgenden Paragra,phen 
werde ich auf diesen Punkt noch etwas näher eingehen. 

Hier soll vor allem die Untersuchung über die Arbeits- 
aufspeicherung im Schwungrade der Dampfmaschine — oder 
überhaupt einer Kraftmaschine mit periodisch wechselnder 
Arbeitsleistung — dargelegt werden, die einst vorbildlich für 
alle anderen energetischen Betrachtungen gewesen und die auch 
heute noch von größter praktischer Bedeutung ist. 

Zur Umwandlung der hin- und hergehenden Bewegung 
des Dampf kolbens in die rotierende Bewegung der Kurbelwelle 
verwendet man gewöhnlich den Kurbelmechanismus mit Kurbel- 
stange, zuweilen auch die Kurbelschleife, bei der die Kurbel- 
stange fehlt oder, wie man auch sagen kann, durch eine An- 
ordnung ersetzt ist, die einer unendlich langen Kurbelstange 
gleichwertig ist. Aber auch bei dem gewöhnlichen Kurbel- 
mechanismus pflegt man darauf zu achten, daß die Kurbel- 
stange ziemlich groß im Vergleiche zur Länge der Kurbel 
selbst ist; gewöhnlich nimmt man die Kurbelstange nicht gern 
weniger als etwa fünfmal so lang als die Kurbel. Je größer 
dieses Verhältnis ist, desto mehr nähert sich das Verhalten 
des Kurbelmechanismus dem einer Kurbelschleife oder dem 
eines Kurbelmechanismus mit unendlich langer Kurbelstange. 
Für diesen bßsonderen Fall werden alle Rechnungen über den 
Kurbelmecfaanismus am einfachsten, und sehr häufig begnügt 
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man sich damit^ die unter der Voraussetzung unendlich langer 
Eurbelstangen abgeleiteten Formeln nähemngsweise auch auf 
den gewöhnlichen Kurbelmechanismus anzuwenden. Immer 
darf zwar der Fehler, den man damit begeht, nicht vernach- 
lässigt werden. Jedenfalls ist es aber am besten, wenn man 
sich mit diesen Untersuchungen zuerst einmal unter Voraus- 
setzung des einfachsten Falles vertraut macht. Wenn dies 
geschehen ist, steht nachher nichts im Wege, die Rechnungen 
auf den allgemeineren Fall zu übertragen. 

Die augenblickliche Stellung des in Abb. 59 gezeichneten 
Eurbelmechanismus wird am einfachsten durch die Angabe 
des Winkels q) beschrieben, den die Kurbelrichtung mit der 



Abb. 59. 



Zylinderachse bildet. Wir wollen annehmen, daß die Maschine 
80 umläuft, daB der Winkel g? mit der Zeit zunimmt. Die 
Winkelgeschwindigkeit der Kurbelwelle kann in erster An- 
näherung als konstant betrachtet werden, da ihre Schwan- 
kungen durch die Anwendung des Schwungrades in engen 
Grenzen gehalten werden. 

Der Winkel i^ zwischen der Richtung der Kurbelstange 
und der Zylinderachse folgt aus 



r 



sm 1^ = sm (p • y 
und hieraus 



cos 1/; = 1/ 1 — sin^9 „ ' 



r' 



Da ,g ein kleiner Bruch ist, kann man die Wurzel nach 

I dem binomischen Satze entwickeln und sich darauf beschränken, 

die beiden ersten Glieder beizubehalten; man hat dann 

I ^ 8in*(p r- ^ 1 — cos2qp r- 

cos i^ = l- -^— j, = l ^ • p • 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 14 
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Um die Foimeln noch weiter zu vereinfachen, genügt e» 
für eine erste Annäherung cos ^ == 1 zu setzen. Genau richtig 
wäre dies zwar nur für eine unendlich lange Kurbelstange;, 
wenn ? = 5r ist, beträgt der Fehler aber höchstens 2 Prozent. 

Der Kolbenweg x von der äußersten Stellung, der so- 
genannten „Totpunktlage", aus ist gleich der Summe von l 
und r vermindert um die dritte Seite des durch beide Strecken 
gebildeten Dreiecks, also 

X ^l -\- r — l cos jI; — r cos (p 

oder, mit cos ^ = 1 , 

X = r — r cos 9?, 

d. h. bei unendlich langer Kurbelstange ist der Kolbenweg 
gleich der Projektion x des Weges der Kurbelwarze auf die 
Zylinderachse. Der im Zeitelemente dt beschriebene Kolben- 
weg dx folgt hieraus durch Diflferentiieren 

dx = r sin (pdfp = r sin q)udty 

wenn die nahezu konstante Winkelgeschwindigkeit der Kurbel- 
welle mit u bezeichnet wird. Auf den Kolben wirkt der Dampf- 
druck P, und die von ihm im Zeitelemente dt geleistete Arbeit 

^ Pdx =■ Prudt • sin 9?. 

Gleichen Zeitteilchen dt entspricht demnach eine wechselnde 
Arbeitsleistung, auch dann, wenn P konstant ist, wegen des 
mit der Zeit veränderlichen Faktors sin 9. Andererseits wird 
aber von der Maschine eine konstante Arbeitslieferung zum 
Antriebe der von ihr ausgehenden Transmission verlangt. Zu 
gewissen Zeiten, nämlich bei kleinen Werten von sin (p, reicht 
die Arbeit des Dampfes allein nicht aus, um die Bewegungs- 
widerstände zu überwinden, während zu anderen Zeiten ein 
Überschuß von Arbeitsleistung des Dampfes zur Verfügung 
steht. Den Ausgleich bewirkt das Schwungrad, das während 
der Überschußperiode beschleunigt wird und die hierbei auf- 
gespeicherte Energie während der darauf folgenden Periode 
der Minderleistung zur Überwindung der Bewegungswiderstände 
wieder abgibt. 
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Man maß vor allem berechnen, wie groß der Arbeits- 
betrag isty der abwechselnd im Schwangrade aofgespeichert 
and wieder daraus entnommen wird. Dieser hängt Yon dem 
Gesetze ab, nach dem sich der Dampfdruck P mit der Stel- 
lang tp des Mechanismos ändert, also von der Steaerung der 
Dampfmaschine, namentlich von dem Füllungsgrade. Bei den 
im ,,yiertakt^ arbeitenden Graskraftmasdiinen wird yon vier 
aufeinander folgenden Kolbenhüben (zwei Hin- und zwei Rück- 
zügen) nur während eines Hubes eine positive Arbeit yon P 
geleistet Bei solchen Maschinen ist die von dem Schwung- 
rade aufzunehmende Energie besonders groß. Jedenfidls ist 
die Berechnung dieses Energiebetrages unter Berücksichtigung 
der besonderen Einrichtung der Maschine durchzuführen. Hier 
kommt es aber nicht darauf an, eine spezielle Theorie der 
einzelnen Maschinen zu geben, sondern nur die Methode im 
allgemeinen auseinanderzusetzen. Es genügt daher, wenn an 
dem einfachsten Beispiele gezeigt wird, wie sich die ßechnimg 
weiter gestaltet. Zu diesem Zwecke nehme ich an, daß die 
Maschine doppeltwirkend ist, d. h. daß bei jedem Kolbenhube, 
sowohl vorwärts als rückwärts, dieselbe Arbeit des Dampfes 
geleistet wird und daß sie femer mit voller Füllung arbeite, 
daß also P konstant sei. 

In diesem Falle ist die Arbeit des Dampfes für eine volle 
Umdrehung der Kurbelwelle gleich 4Pr; die durchschnittliche 
Arbeit, die zur Überwindung aller Bewegungswiderstände zu 
Gebote steht, ist für eine Drehung um dfp daher 

4Prl-*? oder 4Pr"''*. 

Wir finden die Kurbelstellung g?', bei der die Periode der 
Minderleistung in die Periode der Mehrleistung oder umgekehrt 
übergeht, wenn wir diesen durchschnittlichen Arbeitsbetrag 
dem während dt von dem Dampfe wirklich geleisteten gleich- 
setzen, also ^ ,, . , , -n ndt 

und hieraus 



sin 9' = ~ oder 9 = 0,690 = 39« 22' 



14* 
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oder auch 9?'== 140<»38', 9' = 219« 22', 9?'=- 320« 38', wenn 
wir alle Stellungen während eines ganzen Umlaufes in Betracht 
ziehen. 

Die Arbeit des Dampfes von 9?'= 39« 22' bis 9'= 140« 38', 
also während einer Überschußperiode, ist gleich 2 Pr cos 9' 
oder, wenn man den Wert von cos g)'= 0,771 einsetzt, gleich 
1,542 Pr. Die durchschnittliche Arbeitsleistung für eine Drehung 
um diesen Winkel ist aber nur 

-J^(;r-2g)') = l,122Pr. 

Der Unterschied zwischen beiden beträgt 0,42 Pr und dies ist 
die im Schwungrade aufzuspeichernde Energie. 

Auf ähnliche Art hat man auch für jede andere Art der 
Dampfzuführung diesen Arbeitsbetrag festzustellen ; er soll jetzt, 
um die folgenden Rechnungen unabhängig von dem gewählten 
speziellen Beispiele zu machen, mit A bezeichnet werden. 

Das Schwungrad hat die kleinste Winkelgeschwindigkeit 
Utain. am Ende einer Periode der Minderleistung und die größte 
«*inax ani Ende der Mehrleistung. Der Unterschied der lebendigen 
Kräfte für beide Geschwindigkeiten ist der aufzuspeichernden 
Arbeit A gleichzusetzen, also 

Als Ungleichförmigkeitsgrad y der Maschine wird das Verhält- 
nis zwischen der Geschwindigkeitsschwankung Wmax — Wmin nnd 
der durchschnittlichen Geschwindigkeit u bezeichnet; also 

^max — Wmin 

Da femer ^ = -™— ^ -^^ gesetzt werden kann, geht die 
Gleichung für A über in 

A=-yu^&. (82) 

Der zulässige Ungleichförmigkeitsgrad hängt von dem Zwecke 
ab, für den die Maschine bestimmt ist. In manchen Fällen, 
z. B. beim Antriebe von Dynamomaschinen für elektrische Be- 
leuchtung, muß y sehr klein sein (Y^qq oder noch weniger). 
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weil sich die Geschwindigkeitsschwankungen Sonst störend 
bemerkbar machen würden; in anderen Fällen wird danach 
weniger gefragt und man kann sich dann mit einem kleineren 
Schwnngrade begnügen. In jedem Falle ist y als gegeben 
oder vorgeschrieben anzusehen. Da auch Ä schon berechnet 
ist und die Winkelgeschwindigkeit u der Konstruktion der 
Maschine von vornherein zugi^de gelegt ist, bildet das dem 
Schwungrade zu gebende Trägheitsmoment S die einzige Un- 
bekannte in Gleichung (82). 

§ 33. Der Massendruck des Dampfmascbinengestänges. 

Bei den Berechnungen des vorausgehenden Paragraphen 
ist auf manche Umstände, die mit dem Gange einer Dampf- 
maschine zusammenhängen, noch keine Rücksicht genommen 
worden und es würde auch viel zu weit führen, w^m diese 
Fragen hier alle im einzelnen besprochen werden soUten. Auf 
eine von ihnen, die namentlich bei schnell laufenden Dampf- 
maschinen von großer Bedeutung ist, soll aber hier noch hin- 
gewiesen werden. 

StiUschweigend wurde nämlich im vorigen Paragraphen 
die Masse des Gestänges, also der aus dem Kolben, der Kolben- 
stange, dem Kreuzkopfe und der Kurbelstange bestehenden 
beweglichen Teile des Kurbelmechanismus vernachlässigt. Denn 
darauf kommt es hinaus, wenn die von dem Dampfe geleistete 
Arbeit unmittelbar mit der durchschnittlichen Arbeitsleistung 
verglichen und der Unterschied zwischen beiden gleich der 
Arbeitsaufnahme oder -abgäbe des Schwungrads gesetzt wird. 
Tatsächlich hat aber auch das Gestänge eine gewisse Masse 
und eine gewisse lebendige Kraft, die zwar viel kleiner, als die 
des Schwungrads, dafür aber viel stärkeren Schwankungen 
unterworfen ist. Es ist daher in vielen Fällen unzulässig, 
diesen Einfluß der Masse des Gestänges zu vernachlässigen 
und die Rechnungen des vorigen Paragraphen ohne jede Ver- 
besserung anzuwenden. Eine wichtige Rolle spielt die im 
Gestänge angehäufte Energie namentlich auch bei den Unter- 
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suchungen über den Leerlauf, bei dem die Arbeit des Dampf- 
druckes nur die inneren Bewegungswiderstände der Maschine 
zu überwinden hat. Die Arbeitsübertragung, die zwischen dem 
Gestänge und dem Schwungrade erforderlich ist, um die Um- 
laufszahl der Maschine auch beim Leerlaufe aufrecht zu er- 
halten, kann nämlich recht beträchtlich sein. Damit erklärt es 
sich, daß die zur Überwindung der inneren Bewegungswider- 
stände verbrauchte Arbeitsleistung beim Leerlaufe oft kaum 
oder nur wenig kleiner ist, als bei belasteter Maschine. 

Zur Berücksichtigung der Masse und der lebendigen Kraft 
des Gestänges kann man zwei Wege einschlagen. Im ersten 
Falle drückt man die lebendige Kraft als Funktion der Kolben- 
stellung X oder der Kurbelstellung 9 aus und schlägt sie der 
lebendigen Kraft des Schwungrades zu, worauf im übrigen 
an der früheren Betrachtung nichts weiter geändert zu werden 
braucht; im zweiten Falle berechnet man dagegen jenen An- 
teil des Dampfdruckes P, der dazu verbraucht wird, das Ge- 
stänge zu beschleunigen bezw. den durch die Verzögerung des 
Gestänges bedingten Zuwachs von P und rechnet weiterhin 
so, als wenn das Gestänge ohne Masse, der Dampfdruck P 
aber entsprechend niedriger oder höher wäre. In der Regel 
ist dieses letzte Verfahren am bequemsten und es soll daher 
auch hier befolgt werden. — Aus der Gleichung des vorigen 

Paragraphen 

X = r — r cos (p 

folgt durch Diflferentiation 

dx 
, = r sin (pu 

und durch nochmaliges Dififerentiieren 

,3 == r cos (fU^, 

Dies ist ohne weiteres die Beschleunigung der nur gerad- 
linig hin- und hergehenden Teile. Bei der Kurbelstange kommt 
allerdings noch eine Beschleunigungkomponente in der zu x 
senkrechten Richtung hinzu, die für die einzelnen Punkte der 
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Stange von verechiedetier Größe ist. Um die aenkrecht zur 
Kichtung von P stehenden Kräfte, die fiberdies viel kleiner 
sind als die anderen, brauchen wir uns aber jetzt nicht za 
kümmern. Bezeichnen wir die Masse des Gestänges mit M, 
so haben wir für den bei positivem Vorzeichen zur Beschleu- 
nigung des GestÄnges aufzuwendenden Anteil des Dampf- 
druckes P oder bei negativem Vorzeichen für die im gleichen 
Sinne mit P vom Gestänge ausgehende Kraft den Ausdruck 

Mr cos <pu*. 
Diese Kraft wird als der „Massendruck" des Gestänges be- 
zeichnet. Der Massendruck wird zu N^ull in der Mitte des 
Hubs und er wird am größten in den Totpunktl^en, wo 
9 = oder — n wird; der größte Wert ist 

Mru\ 
d. h. genau so groß wie die Zentriingalkraft, wenn man sich 
die ganze Masse des Gestänges an der Korbelwarze vereinigt 
denkt. In allen Zwischenl^en ist der Massendruck proportional 
mit cos g>, also proportional mit der Horizontatprojektion der 
KurbeL 

Am anschaulichsten stellt man den Einfluß des Massen- 
drucks durch ein Diagramm, wie in Abb. 60, dar. Bei voller 
Füllung hat der Dampf- 
druck P bei jeder Kolben- 
stellnng denselben Wert; j/uvt 
trägt man also P als Or- * 

dinate zur Abszisse x ab, 
so erhält man ein Rechteck. 
Im Anfange des Hubes ist * ^'' " 

der Massendruck von dem 

Dampfdrucke in Abzug zu bringen und am Ende d« Hubes 
geht der Massendruck im gleichen Sinne mit P. Man erhält 
so durch Abtragen von Mu'r das in Abb, 60 gezeichnete 
Trapez. Weiterhin kann nun das Gestänge als masselos be- 
trachtet werden, wenn man nur die Ordinate des Trapezes als 
den zu jeder Kolbenstellung gehörigen Dampfdruck betrachtet. 
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Da der Masseudruck von dem Quadrate der Winkelgeschwin- 
digkeit u abhängig ist, tritt er besonders bei sehr schnell 
umlaufenden Maschinen heryor. 

Bei einem anderen Dampfverteilungsgesetze ist natürlich 
ganz ähnlich zu verfahren; im Anfange des Hubes wirkt der 
Massendruck in der Größe Mu^r dem Dampf drucke entgegen 
und bei jeder anderen Stellung ist er der Entfernung von der 
Mittellage proportional. 

Es steht auch gar nichts im Wege, die in der Voraus- 
setzung einer unendlich langen Kolbenstange liegende Vernach- 
lässigung fallen zu lassen und nach der im Eingange dieses 
Paragraphen angegebenen genaueren Formel für x zu rechnen. 
Die Rechnungen werden dann nur etwas länger, bieten aber 
sonst keinerlei Schwierigkeiten. Nur die eine Bemerkung möge 
hier noch Platz finden, daß die beste Methode zur genaueren 
Berechnung aller Erscheinungen, die mit dem Kurbelmecha- 
nismus und mit den bei dem Betriebe einer Dampfmaschine 
vorkommenden schwingenden Bewegungen zusammenhängen, 
in der Entwicklung aller Größen nach Fouri er sehen Reihen 
besteht, die nach den Kosinus der Vielfachen des Winkels tp 
fortschreiten. Die Theorie der Fouri ersehen Reihen wird 
aber erst in den mathemathischen Vorlesungen des zweiten 
Studienjahres entwickelt und ich kann sie daher hier noch 
nicht als bekannt voraussetzen. 



§ 34. Die Energieströme. 

Die vorausgehenden Betrachtungen haben uns schon dazu 
geführt, die Aufspeicherung der mechanischen Energie im 
Schwungrade und im Gestänge und überhaupt das Wandern 
der Energie zwischen den einzelnen Teilen der Maschine, wie 
es namentlich beim Leerlaufe der Maschine zwischen dem 
Schwungrade und dem Gestänge deutlich hervortritt, näher 
ins Auge zu fassen. Sobald' man sich mit diesen Betrach- 
tungen näher vertraut gemacht hat, liegt es nahe, dem Ver- 
bleibe der Energie in ähnlicher Weise nachzuspüi-en, wie den 
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Bewegungen einer körperliehen Substanz. In der Tat wird- 
auch von den Vertretern der neueren energetischen Betrach- 
tungsweisen die Energie geradezu als eine Substanz bezeichnet. 
Unter einer Substanz versteht man nämlich das, was bei allem 
Wechsel beständig bleibt und dieses Merkmal tri^ für die 
Energie nach dem Gesetze ihrer Erhaltung vollständig zu; man 
darf sich nur nicht auf die mechanische Energie beschränken^ 
sondern muß alle Formen, unter denen die Energie auftritt, 
dabei in Betracht ziehen. 

Im Bereiche der gewöhnlichen Mechanik treten drei Arten 
der JEnergie auf, die kinetische Energie oder lebendige Ejraft 
bewegter Massen, die potentielle Energie der Schwere und die 
in Gestalt von Formänderungsarbeit elastischer Körper auf- 
gespeicherte potentielle Energie. Die Arbeit einer Kraft ist 
nicht als eine besondere Energieform zu betrachten. Sie kommt 
nur bei der Übertragung der Energie von einem Körper auf 
einen anderen oder bei der Umwandlung einer Energieform 
in eine andere vor. Gerade deshalb dient aber die geleistete 
Arbeit als das Maß der übergegangenen Energie und aller 
Energiegrößen überhaupt. So wird auch die Wärme mit Hilfe 
des mechanischen Wärmeäquivalents auf eine Arbeitsgröße 
umgerechnet und auch die elektrische und die magnetische 
Energie werden in letzter Linie in diesem gemeinsamen Maße 
aller Energiearten ausgedrückt. 

Mit der Masse teilt übrigens die Energie ganz allgemein 
auch die Eigenschaft, daß sie eine Größe ohne Richtung ist. 
Ein dahinfliegendes Geschoß hat zwar eine gewisse kinetische 
Energie und zugleick eine gewisse Richtung. Es wäre aber 
irrtümlich, wenn man der Energie selbst aus diesem Grunde 
eine Richtung zuschreiben wollte. Gerichtet ist bei dem 

Geschosse die Bewegungsgröße mH; die Energie wird daraus 

ii 

durch innere geometrische Multiplikation mit — gefunden und 

das innere Produkt ist eine richtungslose Größe. 

Anders ist es mit dem Energiestrome; bei diesem geben 
wir nicht nur an, wieviel Energie in einem gegebenen Augen- 
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blicke irgendwo enthalten ist, sondern auch, nach welcher 
Richtung hin sich diese an sich richtungslose Größe über- 
trägt. Es ist damit gerade, wie mit dem Strome einer Wasser- 
menge. Die Masse des Wassers ist an sich eine richtungslose 
Größe; sobald wir aber angeben, wohin sie sich bewegt, 
gelangen wir zu dem neuen Begriffe der gerichteten Wasser- 
strömung. 

Es ist bisher noch nicht gelungen, eine einwandfreie 
kurze Definition des Energiebegriffes zu geben. Man begnügt 
sich deshalb gewöhnlich damit, die aus der Experimental- 
physik allgemein bekannten Energieformen als Beispiele an- 
zuführen und dann zu sagen, daß alles Energie ist, was sich 
in eine dieser Formen nach einem festen Verhältnisse um- 
wandeln läßt, ohne solche Umwandlung aber unveränderlich 
ist Ein Nachteil ist übrigens in dem Fehlen einer kurzen 
und bündigen Definition des Energiebegriffes kaum zu er- 
blicken. Auch eine ganz einwandfreie Definition der körper- 
lichen Substanz dürfte noch niemand gelungen sein. Wir ver- 
einigen in dem Begriffe des Körpers nur eine große Reihe 
verschiedener Erfahrungen unter einem einheitlichen Bilde und 
ähnlich ist es auch mit dem Begriffe der Energie. 

Eine bemerkenswerte Eigenschaft aller uns bis jetzt näher 
bekannten Energieformen besteht darin, daß sich der Wert der 
Energie als ein Produkt aus zwei Faktoren darstellen läßt. Beide 
Faktoren stehen sich oft in ausgesprochener Weise derart gegen- 
über, daß der eine Faktor als der Quantitäts-, der andere als der 
Intensitätsfaktor bezeichnet werden kann. Zu einer solchen Unter- 
scheidung wird man z. B. bei der Wärme ohne weiteres geführt. 
Die in einem Körper enthaltene Wärmemenge kann zimächst als 
das Produkt aus der Wärmekapazität und der Temperatur dar- 
gestellt werden. Anstatt dessen läßt sie sich auch als Produkt 
der Temperatur und der „Entropie" auffassen. Gerade diese Fak- 
torenzerlegung wird von den Vertretern der heutigen Energetik 
bevorzugt. Die Entropie ist dabei eine Größe, die ihre genauere 
Definition in der mechanischen Wärmetheorie erhält, worauf hier 
nicht einzugehen ist. Jedenfalls ist sie, wie man aus der Gegen- 
überstellung bereits erkennt, eine Größe von derselben Dimension 
wie eine Wärmekapazität. Die Temperatur bezeichnet man als 
den Intensitätsfaktor dieser Produkte, weil der Wärmeübergang 
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zwischen zwei sich berührenden Körpern von ihm abhängt. Bei 
gleichem Intensitätsfaktar findet kein Energieübergang zwischen 
den in Wechselwirkimg miteinander stehenden Körpern statt. Der 
Quantitätsfaktor, also in unserem Falle entweder die Entropie oder 
die Wärmekapazität, kommt dabei nicht in Betracht. 

Diese Zergliederung der Energiegrößen in zwei Faktoren von 
ausgeprägter Eigenart gehört erst der neueren Forschung an und 
sie hat bisher noch nicht zu einer allgemein anerkannten Eintei- 
lung für alle verschiedenen Energieformen geführt. Man kann in 
manchen Fällen, namentlich bei den rein mechanischen Energie- 
formen, im Zweifel darüber sein, welche Faktorenzerlegung imd 
welche Verteilung der beiden Bezeichnungen auf die Faktoren die 
angemessene ist. Immerhin verspricht diese Betrachtung noch 
manche wichtige Aufschlüsse und es mag sein, daß sie bei weiterer 
Ausgestaltung zu einem wertvollen Hilfsmittel unserer Natur- 
beschreibung wird; aus diesem Grunde glaubte ich hier wenigstens 
flüchtig darauf eingehen zu sollen. 

Wenn ein Stein vom Gewichte Q auf die H^Öie h gehoben 
wird, wendet man eine Arbeit Qh auf, die nun als potentielle 
Energie der Schwere, d. h. als die Energie der Lage des Steines 
zur Erde aufgespeichert ist. Man kaiui diese Energie sofort wieder 
in anderer Form, etwa als kinetische Energie zurückgewinnen, in- 
dem man den Stein aus der von ihm erreichten Höhe herabfallen 
läßt. Die Energie der Lage — oder strenger des Lagenunter- 
schiedes — wird also durch Qh gemessen. Denkt man sich das 
Gewicht Q durch ein Seil, das über eine Rolle geht, mit einem 
anderen Gewichte in Wechselwirkung gebracht, so findet kein 
Energieübergang statt, wenn die Gewichte an beiden Seilenden 
gleich sind. Auf Grund dieser Überlegung sieht man Q als den 
Litensitäts- und h als den Quantitätsfaktor in dem Produkte Qh 
an. Eine gewisse Willkür haftet dieser Auffassung freilich an. 

Bei der Formänderungsarbeit, die etwa in einer gespannten 
Feder aufgespeichert ist, kommt es auf die Zusammendrückung an, 
die die Feder erfuhr und auf die Kraft, mit der sie gespannt ist. 
Die Kraft wächst mit der Zusammendrückung allmählich und im 
gleichen Verhältnisse an; bei der Berechnung der geleisteten Arbeit 

ist daher nur der Mittelwert ^ für den ganzen Weg h in Rech- 

nung zu stellen, wenn Q die zuletzt erreichte Anspannung bedeutet. 
Die potentielle Energie der gespannten Feder ist demnach gleich 



^ • Dabei wird auch hier wieder Q (oder auch , «.^o «^j. x^v^ix- 
sitäts-, der andere Faktor als der Quantitätsfaktor des Produktes 



220 Vierter Abschnitt. Energieumwandlungen. 

angesehen, "weil zwischen zwei mit derselben Kraft Q gespannten 
Federn, die man unmittelbar aufeinander wirken läßt, kein Energie- 
tibergaiig stattfindet. — Die kinetische Energie eines* bewegten 
materiellen Punktes kann entweder, wie schon vorher, in die Fak- 

toren will und — oder auch in die Faktoren m und' zerlegt wer- 

den und es erscheint zweifelhaft, welcher Zerlegung man den Vor- 
zug geben soll. 

In der Mechanik hat man, wie schon erwähnt, nur mit 
den drei hier angeführten Energiearten zu tun. Sobald man 
auch die übrigek Energieformen mit in Betracht zieht, er- 
weitert sich die Mechanik zur theoretischen Physik. Da aber 
die Mechanik die Grundlage der theoretischen Physik bUdet, 
ist es nützlich, gelegentlich auch hier schön einen Ausblick 
auf das weitere Grebiet zu werfen./ 

Wenn ^r nun die Wanderung der Energie verfolgen und 
uns dabei auf rein mechanische Vorgänge beschränken, so 
haben wir auch hier drei verschiedene Arten der Enei^ie- 
übertragung ins Auge zu fassen. Ein bewegter Körper nimmt 
die lebendige Kraft die er besitzt, mit sich und dadurch ver- 
schiebt sich die Energie gegen den festen Raum. Man kann, 
diesen Energiestrom als einen Mitführungs- oder Konvektions^ 
ström bezeichnen. 

Eine andere Art der Energieübertragung ist die durch 
einen Spannungszustand vermittelte; In einer Druckwasser- 
leitung z. B., mit deren Hilfe Motoren, hydraulische Aufzüge 
u. dgl. betrieben werden, wird die am Anfange der Leitung 
an den Pumpen geleistete mechanische Arbeit dem Wasser- 
strome entlang nach der VerbrauchssteUe übertragen. Auch 
hier muß eine Bewegung eintreten, damit der Energiestrom 
erfolgen kann Ein Konvektionsstrom. liegt aber trotzdem nicht 
vor. Man denke sich nämlich für den Augenblick eine Ruhe- 
pause, das Wasser in der Leitung etwa ohne Spannung. Sobald 
wir jetzt am Anfange die Pumpen arbeiten lassen, wird die 
diesen zugeführte Energie zunächst dem Rohre entlang geführt 
und hier in Formänderungsarbeit des sich elastisch dehnenden 
Rohres und auch des etwas kompressiblen Wassers verwandelt. 
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Nachdem der erforderliche Spannungszustand erreicht ist, was 
gewöhnlich sehr schnell geschehen sein wird — etwas länger 
würde es dauern, wenn irgendwo ein Windkessel eingeschaltet 
wäre — kann die Arbeit am Ende der Leitung abgenommen 
werden. Während dieser Zeit hat sich nur eine geringe Wasser- 
menge in der Leitung verschoben; die am Anfange der Druck- 
leitung zugeführte Energie hat aber schon den ganzen Weg 
zurückgelegt. Die Energie bewegt sich also hier nicht so, 
als wenn sie an die einzelnen Wasserteilchen gebunden wäre 
und mit diesen, sondern sie eilt dem sie überljragenden Körper 
weit voraus. Diese Art der Energieübertragung sei als eine 
Leitungsströmung bezeichnet. Diese Bezeichnung empfiehlt 
sich namentlich deshalb, weil sie an die Energieübertragung, 
^urcb einen elektrischen Strom erinnert, bei dem die Energie 
ebenfalls längs des stromführenden Drahtes fortgeleitet wird. 

Neben dieser Leitungsströmung der Energie geht freilich 
zugleich ein Konvektionsstrom vor sich, der aber von jenem 
wohl zu 'unterscheiden ist. Trägt man z. B. eine gespannte 
Feder, etwa die in einer Taschenuhr, mit sich fort, so trans- 
portiert man mit ihr zusammen auch die in ihr aufgespeicherte 
Energie und diese Energiewanderung bildet offenbar einen Kour 
vektionsstrom. So ist auch das Wasser in der Druekwasser- 
leitung ähnlich einer Feder etwas zusammengedrückt und es 
besitzt eine gewisse Formänderungsenergie, die es beim Fließen 
durch, die Leitung mit sich führt.. Dieser Teil der ganzen 
Energieströmung ist freilich ein Konvektionsstrom; er ist aber 
ganz unerheblich gegenüber der durch den Spannungszustand 
längs der Wassermasse fortgeleiteten Energie. 

Auch durch ein Seil, mit dessen Hilfe man einen Gegen- 
stand unter Überwindung irgend- eines Widerstandes fortzieht, 
geht ein Energiestrom und es ist sehr zu beachten, daß hier 
die Strömungsrichtung der Bewegungsrichtung des Seiles ent- 
gegengesetzt ist. Ein Konvektionsstrom läuft auch hier- da- 
neben her, indem jedes Seilstück die ihm durch die Anspan- 
nung verliehene potentielle Energie mit sich führt und der 
Konvektionsstrom ist natürlich mit der Bewegung des Seiles 
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gleich gerichtet. Der Leitungsstrom ist aber im allgemeinen 
viel starker und verfolgt die entgegengesetzte Richtimg. 

Bei einem Riemen^ durch den die Energie von einer Welle 
auf eine andere übertragen wird; ist das eine Biemenstück 
stärker gespannt als das andere. Entgegengesetzt der Be- 
wegung leitet jedes der beiden Riemenstücke einen Energie- 
strom, die aber der verschiedenen Riemenspannung wegen ver- 
schieden groß sind. Die der getriebenen Welle im ganzen zu- 
geführte Energie ist gleich dem unterschiede zwischen beiden 
Strömen. 

Eine TransmissionsweUe ist dazu bestimmt, Energie ihrer 
Längsrichtung nach fortzuleiten und überhaupt sind die Trans- 
missionseinrichtungen einer Werkstätte mit ihren Ausrückvor- 
richtungen u. s. f. als Energieleitungen mit Schaltvorrichtungen 
zu betrachten, die den Drahtleitungen und Ausschaltern einer 
elektrischen Transmission entsprechen. Der Unterschied be- 
steht nur darin, daß im letzten Falle die Energie nicht durch 
einen Spannungszustand und eiae Bewegung sichtbarer oder 
wägbarer Massen, sondern durch einen Vorgang innerhalb des 
Äthers erfolgt, der anscheinend jenem bei der mechanisohen 
Transmission der Energie verwandt, bisher aber noch nicht in 
allen Einzelheiten genau erkannt ist. 

Der Spannungszustand in der Transmissionswelle äußert 
sich in einer Verdrehung. Auch mit ihm ist zuimchst ein 
Konvektionsstrom der potentiellen Energie der Welle verbunden, 
der in geschlossenen kreisförmigen Bahnen verläuft. Daneben 
tritt aber ein weit größerer Energiestrom auf, der in der Längs- 
richtung der Welle fortgeleitet wird. Man kann hier auch 
nach der Verteilung des Energiestromes über den Querschnitt 
der Welle fragen. Die äußeren Teile des Wellenquerschnittes 
sind am stärksten gespannt und sie besitzen auch die größte 
Geschwindigkeit. Aus beiden Gründen ist die Dichte des Energie- 
stromes in den Umfangsschichten der Welle am größten und 
nimmt von da aus nach der Mitte hin ab, wo sie zu Null wird. 

Wenn eine Welle von einer anderen mit Hilfe von Zahn- 
rädern angetrieben wird, leitet zunächst die antreibende Welle 
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die Energie bis zum Zahnrade. Von da wird sie durch die 
Arme des Zahnrades nach außen zum Zahnkranze geleitet und 
sie tritt an der Berührungsstelle der Zähne zum anderen Rade 
über, von wo sie nun in gleicher Weise auf die getriebene 
Welle weiterstromt. 

Obschon wir uns jetzt auf die Energieübertragung bei rein 
mechanischen Vorgängen beschränken wollten, müssen wir doch 
darauf achten^ daß überall, wo Reibung auftritt, ein Teil der zu- 
geführten Energie zu deren Überwindung gebraucht wird. Der 
Strom der mechanischen Energie erlischt an diesen Stellen; wir 
wissen zwar, daß dafür Wärmeenergie entwickelt wird, brauchen 
uns aber um diese zunächst nicht weiter zu kümmern. 

Die dritte Art der Energieübertragung neben der Konvek- 
tionsströmung und der Leitungsströmung ist die durch Fem- 
kräfte, also namentlich durch die Schwerkraft, vermittelte. 
Wir kennen zwar die Wirkungsgesetze der Schwere; wie die 
Schwerkraft zustande kommt, ob durch unmittelbare Über- 
tragung in die Feme, oder ob durch Vermittelung des Äthers, 
der uns als Träger der Lichtschwingungen und der elektro- 
magnetischen Erscheinungen bekannt ist, vermag aber die 
Wissenschaft heute noch nicht anzugeben. Wir wissen daher 
auch noch nichts über die Bahnen, die die Energie in solchen 
Fällen einschlägt. Am wahrscheinlichsten ist. wohl die An- 
sicht, daß die potentielle Energie eines in die Höhe gehobenen 
Steines in dem Äther, der den Raum zwischen Stein und 
Erde ausfüllt, auf irgend eine uns bisher unbekannte Art auf- 
gespeichert ist, und daß beim Fallen des Steins die Energie 
aus diesem Medium in den fallenden Stein einwandert. 

Als Einheit des Energiestromes wird in der Technik ge- 
wöhnlich die Pferdestärke verwendet. Die Dimension des 
Energiestromes ist eine Arbeitsmenge geteilt durch eine Zeit^ 

also im technischen Maßsysteme • Die Pferdestärke im 

•^ sec 

metrischen Maßsysteme ist 75 • ursprünglich stammt die 

•^ sec ^ ° 

Bezeichnung (horse power, abgekürzt geschrieben HP) aus 
England, wo sie von Watt eingeführt wurde. Man muß aber 
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beachten, daß eine englische Pferdestärke nicht genau mit der 
französischen oder deutschen übereinstimmt. Sie hat nämlich 
550 englische Fußpfund in der Sekunde und das macht in 

metrischen Maßen 76,04 ~ ^ • 

^ aec 

Neben der Pferdestärke wird aber in der Elektrotechnik 
sehr häufig auch das aus dem physikalischen Maßsysteme über- 
nommene Watt oder Kilowatt gebraucht; ebenso an Stelle des 
mkg als Einheit der Energie selbst das Erg oder ein Viel- 
faches davon, das Joule. Der Übersicht wegen werde ich diese 
verschiedenen Maße hier in einer Tabelle zusammenstellen. 
Dabei erinnere ich zuvor daran, daß in der Physik als Kraft- 
einheit das Dyn gilt, also jene Kraft, die einem Gramm Masse 
die Beschleunigung von 1 cm in der Sekunde erteilt. Die 
Arbeit eines Dyn auf einem Wege von 1 cm ist ein Erg. Da 
diese Einheit sehr klein ist, gebraucht man an ihrer Stelle 
gewöhnlich ein Vielfaches, nämlich das Zehnmillionfache davon 
und nennt dieses ein Joule. Ein Energiestrom, durch den in 
jeder Sekunde 1 Joule übertragen wird, heißt ein Watt und 
das Tausendfache hiervon ein Kilowatt. Nach diesen Bemer- 
kungen wird die folgende Tabelle ohne weiteres verständlich 
sein. Die Umrechungen beziehen sich auf einen Ort der Erde, 
an dem g = 9,81 m/sec^ ist. 

Zusammenstellung 
der physikalischen und technischen Maßeinheiten. 



Größe 



Technisch 



Physikalisch 



Kraft 



Energie 



Energiestrom 



1 kg = 981000 dyn 

1 mkg = 981 • 10^ erg 
= 9,81 Joule 

1PS = 75°^-^^ 
sec 

= 735,7 ^"'^'^ 
' sec 

= 735,7 Watt 

= 0,7357 Kilowatt 



1 dyn 



1 Joule =10^ erg 



1 Watt = 10^ ^""^ 

sec 

^ Joule 
sec 
1 Kilowatt = 1000 Watt 



10^0 



erg 
sec 
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Aufgaben. 

23. Aufgabe. Wie groß ist die potentidle Energie einer ge- 
spannten Feder ^ die unier einer Last von 1000 kg um 10 cm nach- 
gibt, ohne daß die Elastizitätsgrenze überschritten tvird? Wie lange 
reicht die in ihr aufgespeicherte Energie aus, um eine Meine Maschine 
zu treiben, wenn dazu der hundertste Teü einer Pferdestärke genügte* 

Lösung. Während des Spannens der Feder legt der Angriffs- 
punkt der Kraft einen Weg von 10 cm zurück und die Kraft 
wächst dabei im gleichen Verhältnisse mit dem Wege von bis 
1000 kg an. Der Durchschnittswert der Kraft für den ganzen 
Weg ist daher 500 kg und die geleistete Arbeit, die in der Feder 
aufgespeichert wird, beträgt 50 mkg. Zum Treiben der Maschine 
reicht diese Energie aus für eine Zeit von 

0,01 . 75 ^ ^ 
sec 

24. Aufgabe. Wie groß ist der Energiestrom in einer unter 
50 atm Überdruck stehenden Wasserleitu/ng, wenn durch jeden Quer- 
schnitt in der Sekunde 10 Liier Wasser fließen? 

Lösung. Wir berechnen zunächst, wieviel Nutzarbeit an 
der Pumpe aufgewendet werden muß, um 1 Liter Wasser in die 
Leitung hineinzutreiben. Der Querschnitt des Pumpenkolbens sei 
JP, der Überdruck in Atmosphären in der Leitung (die Atmosphäre 
zu 1 kg auf 1 qcm gerechnet) sei p, dann ist die Kraft, mit der 
der Pumpenkolben niedergedrückt werden muß, gleich Fp und 
die für einen Kolbenweg h aufgewendete Arbeit gleich Fph. Das 
Produkt Fh gibt aber das in die Leitung eingepreßte Wasser- 
volumen V an und die dafür aufgewendete Arbeit kann daher auch 
Vp geschrieben werden. Für V = 1000 ccm und j? = 50 atm wird 
die Arbeit 

1000 cm» . 50 ^^-, = 50000 cmkg = 500 mkg 

Der Energiestrom in der Leitung beträgt hiernach 5000 - - oder 
66* PS. 
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Fünfter Abschnitt. 
Die Reibung. ^1 



§ 35. Die gleitende Keibung. 

Schwieriger als faßt alle anderen Erscheinungen, mit denen 
sich die Mechanik T)eschäftigt, fügt sich die Reibung einer ein- 
fachen, gesetzmäßigen Darstellung* überall, wp e^s auf den 
genauen Wert der in einem gegebenen Falle zu erwartenden 
Reibung ankommt, ist man darauf angewiesen, auf Versuchs- 
ergebnisse zurückzugreifen, die unter ganz ähnlich liegenden 
Verhältnissen erhalten' wurden oder, wenn solche nicht vor- 
liegen, selbst Versuche anzustellen. Die Aufgabe der Mechanik 
besteht nun gerade darin, die mit viel Mühe, Zeit- und Kosten- 
aufwand verbundene Anstellung von Versuchen zur Entschei- 
dung jedes Einzelfalles oder das Nachforschen in den zahl- 
reichen Beschreibungen ausgeführter Versuche, wobei es auf 
die Würdigung aller näheren umstände ankommt, die auf den 
Erfolg von Einfluß sein konnten, nach Möglichkeit zu ver- 
meiden. Auf dem Gebiete der Reibung ist aber diese Aufgabe 
der Mechanik trotz vieler Bemühungen bisher nur unzuläng- 
lich gelöst worden, und es besteht auch leider wenig HoJBEuung, 
daß die Lehre von der Reibung jemals so abgerundet in der 
Form und so zuverlässig in Bezug auf die Resultate, also in 
so engem Anschlüsse an die Wii-klichkeit dargestellt werden 
könnte, als die meisten übrigen Lehren der Mechanik. 

Indessen beziehen sich diese Bemerkungen nur auf den 
genauen Wert der Reibung. Eine Reihe von Betrachtungen, 
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die für die Beurteilung der Reibungserscheinungen von großem 
Werte sind, steht immerhin zur Verfügung, und wenn es sich, 
wie gewöhnlich, nur um eine Abschätzung handelt, reicht das, 
was man heute über die Reibung sagen kann, in der Regel 
aus. Überdies muß man auch dann, wenn man sich dazu ent- 
schließt, wegen der Wichtigkeit des Falles, mit dem man 
gerade zu tun hat, besondere Versuche zur Ermittelung des 
Einflusses der Reibung anzustellen, mit allem schon vorher 
genau vertraut sein, was als bereits festgestellt gelten kann 
oder was wenigstens als wahrscheinlich in Aussicht zu nehmen 
ist. Im anderen Falle wäre kaum auf eine richtige Deutung 
und Verwertung der Versuchsergebnisse zu rechnen. Deshalb 
bildet die Lehre von der Reibung trotz ihres Mangels an Voll- 
ständigkeit und Genauigkeit immerhin eines der wichtigsten 
Kapitel der Mechanik. 

Wenn sich zwei Körper berühren, wird im allgemeinen 
an der Berührungsstelle eine Kraft zwischen ihnen übertragen, 
die schief zur Berührungsnormalen steht. Zerlegt man diese 
Kraft in zwei Komponenten, von denen eine in der Richtung 
der Normalen geht, wahrend die andere senkrecht dazu steht, 
so heißt die letzte Komponente die Reibung. Es macht dabei 
zunächst keinen Unterschied, ob sich die Körper gegeneinander 
bewegen oder ob sie relativ zueinander in Ruhe sind. Eine 
unzweideutige Definition für die Reibung ist damit wenigstens 
gewonnen. 

Die Hauptfrage, die sich jetzt erhebt, bezieht sich auf 
die Größe und auf die Richtung der Reibung, Die Richtung 
ist nämlich bisher nur insofern bestimmt, als sie rechtwinklig 
zur Normalen ist; dagegen bleibt im Zweifel, welche Richtung 
die Reibung in der Berührungsfläche selbst einnimmt. 

Hier kommen uns nun zwei Sätze zu Hilfe, die als gut 
bestätigt gelten können. Der erste Satz sagt aus, daß die 
Reibung immer nur in solcher Größe auftritt, als erforderlich 
ist, um ein Gleiten der Körper gegeneinander zu verhüten, 
daß sie aber über einen gewissen Maximalwert hinaus nicht 
steigen kann. Wenn also ohne Überschreitung dieses Maximal- 

15* 
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wertes ein relatives Gleichgewicht beider Körper gegeneinander 
durch die Reibung hergestellt werden kann^ besteht auch in 
der Tat Gleichgewicht; dagegen nimmt die Reibung immer 
dann, wetin sich die Körper gegeneinander bewegen, den größten 
unter den gegebenen Umständen möglichen Wert an. Der 
zweite Satz lehrt uns, daß der Maximalwert der Reibung 
zwischen festen Körpern in erster Linie von der Größe des 
Normaldrucks zwischen den Körperoberflächen abhängt. Die 
Reibung — wenn nichts anderes gesagt wird, ist darunter 
immer der Maximalwert zu verstehen, den sie anzunehmen ver- 
mag — steigt mit dem Normaldrucke und in der Regel ziem- 
lich genau proportional mit ihm. Abweichungen von. dieser 
Regel treten zwar gelegentlich auf, wenn der Druck entweder 
sehr klein oder auch, wenn er sehr groß wird; im letzten 
Falle namentlich dann, wenn der Druck so groß ist, daß blei- 
bende Formänderungen der Körper dadurch veranlaßt werden. 
Gewöhnlich kann man die Reibung aber mit hinreichender 
Genauigkeit proportional dem Normaldrucke setzen. Bezeichnet 
man also den Normaldruck mit N und den Größtwert der mit 
ihm verträglichen Reibung mit F, so hat man 

F = fN, (83) 

wobei f ein Zahlenfaktor ist, den man den Reibungskoeffi- 
zienten nennt. Die Anwendung von Gl. (83) ist so zu ver- 
stehen, daß sich beide Körper entweder in einer ebenen Fläche 
berühren, in welchem Falle unter N der ganze in dieser Fläche 
übertragene Normaldruck verstanden werden kann oder, daß 
sich bei der Berührung in einer gekrümmten Fläche N und F 
nur auf ein Element der Berührungsfläche beziehen, das klein 
genug ist, um es als eben betrachten zu können. 

Wenn die Körper aufeinander gleiten, nimmt die 
Reibung den größten, durch Gl. (83) gegebenen Wert 
und jene Richtung an, die der Bewegung jedes Kör- 
pers an der Berührungsstelle relativ zum anderen 
entgegengesetzt ist. Daraus läßt sich sofort eine für viele 
praktische Anwendungen wichtige Folgerung ziehen. Ein Kör- 
per möge nämlich auf einer ebenen Unterlage, gegen die er 
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mit einem starken Normaldrucke gepreßt ist, gleiten; sei es 
unter dem Einflüsse einer in die Gleitrichtung fallenden Kraft 
von ausreichender Größe zur Überwindung der Reibung, oder 
auch vermöge der Trägheit infolge einer ihm vorher erteilten 
Translationsgeschwindigkeit, die sich verzögert fortsetzt. Auf 
diesen Körper lasse man nun noch eine andere Kraft ein- 
wirken, die viel kleiner ist, als die gleitende Reibung und die 
rechtwinklig zur Gleitrichtung in der Bewegungsebene liegt. 
Dami wird der Körper sofort eine Ablenkung im Sinne dieser 
kleinen Kraft erfahren. Wäre die anfängliche Gleitbewegung 
nicht vorhanden, so könnte freilich die kleine Kraft keine Ver- 
schiebung in ihrer Richtung hervorbringen, da sich ihr die 
weit größere gleitende Reibung widersetzen würde. Besteht 
dagegen die gleitende Bewegung in der ersten Richtung be- 
reits, so ist die schon von Anfang an in voller Größe wirkende 
Reibung ihrer Richtung nach völlig bestimmt, indem sie stets 
der Gleitrichtung entgegengesetzt sein muß. Daran kann sich 
auch beim Hinzukommen der kleineren Kraft nichts ändern, 
so lange nicht auch schon ein Bewegungsanteil in deren Rich- 
tung zustande gekommen ist. So klein daher die ablenkende 
Kraft im Verhältnisse zur Reibung auch sein mag, so muß 
sie doch unter den angegebenen Umständen auch ein Gleiten 
in ihrer Richtung herbeiführen. Unter ihrem Einflüsse muß 
die Richtungsablenkung der Gleitbewegung, wenn ihr nicht 
durch andere Hindemisse ein Ende gemacht wird, so lange 
andauern, bis die damit ebenfalls geänderte Richtung der 
Reibung eine Komponente in der Querrichtung abgibt, die der 
ablenkenden Kraft gleich kommt. 

Was hier zunächst für den einfachsten Fall auseinander- 
gesetzt ist, läßt sich mit geringen Änderungen auch auf andere 
Fälle übertragen. — In der Maschinentechnik macht man von 
der Möglichkeit, den Einfluß der Reibung gegenüber kleinen 
Kräften, die man etwu behufs einer beabsichtigten Verstellung 
einwirken läßt, durch eine mit anderen Mitteln unterhaltene. 
Gleitbewegung auszuschalten, nicht selten Gebrauch. 

Wenn die Körper an der Berührungstelle in Ruhe gegen- 
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einander sind, kann die Richtung der Reibung im allgemeinen 
nicht angegeben werden. Für die Untersuchung solcher Fälle 
reicht aber der Grundsatz gewöhnlich aus, daß das Gleich- 
gewicht stets gesichert ist, wenn sich durch Reibungen von 
passend gewählter Richtung und Größe, falls sie nur unter 
dem Maximalwerte bleiben, Gleichgewicht mit den gegebenen 
Kräften herstellen läßt. 

Falls man genau weiß, wie groß der Reibungskoeffizient f 
in einem bestimmten Falle ist, steht hiemach der Berechnung 
der Reibung nichts im Wege. Nun hängt aber f in hohem 
Grade von dem Zustande der sich berührenden Flächen ab, 
zunächst von dem Stoffe, aus dem die Körper hergestellt sind, 
dann von der Art der Bearbeitung und schließlich von dem 
Schmiermittel, das man etwa zwischen beide Oberflächen ge- 
bracht hat. Wenn die Schmierschicht ziemlich dick ist, so- 
daß sie die Oberflächen beider Körper vollständig vonein- 
ander trennt, hängt der Reibungskoeffizient, soweit die bisher 
besprochenen Umstände in Frage kommen, nur noch von der 
Zähigkeit des Schmiermittels, daneben aber namentlich auch 
von der Geschwindigkeit ab, mit der beide Flächen gegenein- 
ander gleiten. Unter Umständen sinkt hierbei der Reibungs- 
koeffizient auf einen sehr niedrigen Wert. Freilich darf hier- 
bei der Normaldruck nicht so groß werden, daß er das Schmier- 
mittel zur Seite verdrängt. Man kann dem zwar dadurch 
begegnen, daß man ein zäheres Schmiermittel — zähe Öle, 
Talg, konsistentes Fett, Seife u. dgl. — verwendet; zugleich 
steigt aber damit die innere Reibung in der Schmierschicht 
und damit der Reibungskoeffizient im ganzen. Als Beispiel 
möge hier erwähnt werden, daß man die Reibung eines sich 
sehr langsam in einem Zylinder bewegenden Kolbens fast voll- 
ständig beseitigen kann, wenn man den Zylinder mit Ol fällt 
und dafür sorgt, daß das Ol in einer sehr dünnen Schicht 
den kleinen Zwischenraum zwischen dem Zylinder und dem 
auf einen etwas kleineren Durchmesser abgedrehten Kolben 
umspült. Der Kolben schwimmt dann vollständig im Öle; 
wenn man außerdem noch den Kolben um seine Achse langsam 
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hin und her dreht, wodurch einerseits für eine gleichförmige 
Verteilung der Olschicht gesorgt wird und andererseits nach 
früheren Ausführungen ein Gleiten in der Querrichtung er- 
leichtert wird; ist der Reibungswiderstand gegen eine mit ge- 
ringer Geschwindigkeit in der Richtung der Achse erfolgende 
Bewegung des Kolbens fast ganz unmerklich. Man macht davon 
Gebrauch bei der Konstruktion mancher Festigkeitsmaschinen. 

Daß auch die Geschwindigkeit von Einfluß auf die Größe 
des Reibungskoeffizienten ist, wurde schon erwähnt. Insofern 
die Reibung wesentlich durch den inneren Gleitwider- 
stand des Schmiermittels bedingt wird, wächst sie 
mit der Geschwindigkeit. Dies wird aus den an einer 
anderen Stelle zu besprechenden Eigenschaften der zähen 
Flüssigkeiten verständlich. 

Aus Versuchen, die über die Reibungsverluste in Dynamo- 
maschinen angestellt wurden, hat Dettmar (Elektrotechn. 
Zeitschr. 1899, S. 380) für Zapfen mit Olschmierung folgende 
Reibungsgesetze abgeleitet: 

I. Bei konstanter Lagertemperatur und bei konstantem 
Drucke wächst der Reibungskoeffizient mit der Wurzel aus 
der Wellengeschwindigkeit und somit die Reibangsarbeit mit 
der 1,5***^ Potenz. 

IL Bei konstanter Lagertemperatur und Wellengeschwin- 
digkeit ist der Reibungskoeffizient umgekehrt proportional dem 
spezifischen Lagerdrucke, sofern dieser 30 — 44 kg/qcm nicht 
überschreitet und die Reibung somit innerhalb dieser 
Grenzen unabhängig vom Drucke. 

ni. Bei konstantem spezifischem Drucke und konstanter 
Wellengeschwindigkeit ist der Reibungskoeffizient umgekehrt 
proportional der Lagertemperatur. 

Nach neueren Versuchen von Lasche (Zeitschr. d. Vereins 
D. Ing. 1902; S. 1889) gilt indessen der erste Satz nur für 
Gleitgeschwindigkeiten (oder Umfangsgeschwindigkeiten der 
Zapfen) bis zu etwa 2,5 m/sec. Von da ab bis zu 10 m/sec 
wächst er proportional mit der fünften Wurzel aus der Ge- 
schwindigkeit und von 10 m/sec bis zur größten beobach- 
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teten Geschwindigkeit von 20 m/sec kann er als konstant be- 
trachtet werden. 

Nach diesen Erfahrungen, die auch mit früheren Arbeiten 
von Tower, Thurston und Browne in guter Übereinstim- 
mung stehen, ist GL (83) bei Zapfen innerhalb der angegebenen 
Grenzen ungültig. In Satz III ist die Temperatur vom Eis- 
punkte in Celsiusgraden zu rechnen. Für die Temperatur Null 
würde die Reibung hiernach unendlich groß werden; schon 
dieser Umstand weist darauf hin, daß dem Satze jedenfalls nur 
eine beschränkte Gültigkeit zugesprochen werden kann. 

Wenn sich die Oberflächen der festen Körper un- 
mittelbar berühren oder wenn sie nur wenig angefettet 
sind, ist aber derEinfluß der Geschwindigkeit entgegen- 
gesetzt wie im vorigen Falle. Bei sehr geringen Geschwin- 
digkeiten ist der Reibungskoeffizient größer und bei Geschwindig- 
keiten von etwa 15 bis 26 m in der Sekunde oder darüber, wie sie 
beim Eisenbahnbetriebe vorkommen, nimmt er beträchtlich ab. 

Diese Bemerkung ist namentlich von Wichtigkeit bei der 
Beurteilung der Bremswirkung an Eisenbahnzügen.*) Wenn 
man die Bremsklötze stark genug anzieht, werden die Räder 
an jeder Drehung gehindert. Der Eisenbahnzug fährt dann 
wie ein Schlitten auf dem Gleise dahin. Die hierbei als ver- 
zögernde Kraft auftretende gleitende Reibung ist abhängig von 
der Größe des Reibungskoeffizienten zwischen Rad und Schiene, 
und nach dem, was über diesen bemerkt wurde, folgt, daß die 
Bremswirkung in diesem Falle um so geringer ausfällt, je 
größer die Fahrgeschwindigkeit ist. Man könnte sich hier 
einer sehr gefährlichen Täuschung hingeben, wenn man den 
Einfluß der Geschwindigkeit außer acht lassen wollte. — Zieht 
man dagegen die Bremsklötze weniger stark an, so rollen die 
Räder noch. In diesem Falle ist die Gleitgeschwindigkeit 
zwischen Rad und Schiene entweder Null oder wenigstens 

*) Eine ausführliche Darstellung der hier nur kurz geschilderten 
Verhältnisse hat Prof. Sommerfeld in der Denkschrift der technischen 
Hochschule in Aachen (aus Anlaß der Düsseldorfer Ausstellung), 1902 
gegeben, auf die hier verwiesen werden möge. 
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kleiner als die Zugsgeschwindigkeit. Damit wird auch der 
Beibungskoef&zient größer^ und man kommt zu dem zunächst 
vielleicht wenig wahrscheinlich klingenden Schlüsse^ daß durch 
ein geringeres Anziehen der Bremsklötze eine größere Brems- 
wirkung erzielt wird^ als durch ein sehr starkes Anziehen. 
In der Tat wird dieser Schluß aber auch durch die Erfahrung 
bestätigt. Es ist nicht nur ohne Zwecke sondern sogar schäd- 
lich^ wenn man^ um ein schnelles Anhalten des Zuges herbei- 
zuführen, die Bremsklötze so «tark anzieht oder durch Um- 
steuerung der Maschine mit dem Gegendampfe so stark auf 
die Treibräder einwirkt, daß sie entweder ganz festgestellt 
sind oder sich gar im verkehrten Sinne umdrehen. Die größte 
Bremswirkung wird vielmehr erzielt, wenn die Bäder gerade 
an der Orenze des Gleitens sind. 

Bei den sonst gewöhnlich vorkommenden Geschwindig- 
keiten von etwa ^^ bis zu 5 m in der Sekunde scheint die 
Reibung indessen nur wenig von der Geschwindigkeit abzu- 
hängen. Man sieht deshalb von der Berücksichtigung des Ein- 
flusses der Geschwindigkeit in der Regel ganz ab, um so mehr, 
als man gewöhnlich ohnehin sehr im Zweifel darüber ist, wie 
hoch der Reibungskoeffizient mit Rücksicht auf den Zustand 
der Oberflächen anzunehmen ist, da dieser im Laufe des Be- 
triebs einer Maschine oft starken Schwankungen unterworfen 
ist. Nur darauf pflegt man gewöhnlich zu achten, daß bei 
sehr kleinen Geschwindigkeiten und namentlich bei der Ge- 
schwindigkeit Null, also bei relativer Ruhe der beiden Körper, 
der Reibungskoeffizient größer ist, als bei einer Geschwindig- 
keit von einigen Metern in der Sekunde. Man unterscheidet 
demnach oft zwischen einem Reibungskoeffizienten der Ruhe 
und einem Reibungskoeffizienten der Bewegung. 

In den technischen Kalendern und in anderen tabellarischen 
Zusammenstellungen, die jeder Techniker zur Hand zu haben 
pflegt, sind die üblichen Annahmen über die Größe des Reibungs- 
koeffizienten verzeichnet. Es hätte keinen Zweck, diese Ziffern 
hier ebenfalls aufzunehmen; ich kann mich mit einem Hinweise 
auf jene Zusammenstellungen, die jedem zugänglich sind, be- 
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gnügen. Dagegen möchte ich nochmals davor warnen, diesen 
Angahen ein zu großes Vertrauen zu schenken, wenn es sich 
nm mehr als um eine ungefähre Abschätzung handelt. Wo 
es sich wesentlich um die Größe der Reibung handelt, wird 
der Techniker bei dem heutigen Zustande unseres Wissens die 
Anstellung eigener Versuche in vielen FäUen kaum entbehren 
können. 

Beachtenswert ist der ungewöhnlich niedrige Reibungskoeffi- 
zient zwischen Stahl und Eis, der freilich jedem Schlitten- oder 
Schlittschuhfahrer wohl bekannt ist. Auf Grund einer Untersuchung 
von 0. Reynolds nimmt man an, daß er durch die sogenannte 
Regelation zustande komme. Durch hohen Druck an den Schlitten- 
kufen wird nämlich der Schmelzpunkt erniedrigt, sodaß das Eis 
bei einer nicht allzuweit unter dem Gefrierpunkt liegenden Tem- 
peratur durch den Druck verflüssigt werden kann. Dann würde 
die Reibung zwischen festen Körpern durch eine Flüssigkeitsreibung 
ersetzt werden, indem das durch den Druck verflüssigte Schmelz- 
wasser als Schmiermittel diente. Es mag dahin gestellt bleiben, 
ob die Schmelzpunktemiedrigung durch den Druck zur Erklärung 
aller hierher gehörigen Erscheinungen vollständig ausreicht. 

Übrigen^ läßt sich in ganz ähnlicher Weise die Reibimg zwischen 
zwei mit hohem Drucke aufeinander gepreßten Körpern durch eine 
Zwischenschicht von Stearin, Paraffin, Wachs o. dgl. bedeutend 
herabsetzen. Diese Körper sind unter gewöhnlichen Umstanden nicht 
als Schmiermittel zu betrachten. Unter hinreichend hohem Drucke 
fängt aber eine aus ihnen gebildete dünne Schmierschicht zu fließen 
an und sobald dies geschieht, nimmt der Reibungskoeffizient derart 
niedrige Werte an, wie man sie mit gewöhnlichen Schmiermitteln 
überhaupt nicht zu erreichen vermag. 

§ 36. Beibungswinkel und Reibiingskegel. 

« 

Die ganze an der Berührungsstelle beider Körper über- 
tragene Kraft, also die Resultierende aus dem Normaldrucke 
und der Reibung, bildet mit der Richtung der Normalen einen 
gewissen Winkel, der seinen größten Wert erlangt, wenn die 
Reibung am größten ist. Dieser größtmögliche Winkel heißt 
der Reibungswinkel und soll mit g) bezeichnet werden. Er 
steht in einem einfachen Zusammenhange mit dem Reibungs- 
koeffizienten. Bei der Zusammensetzung von N und F entsteht 
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nämlich ein rechtwinkliges Dreieck, in dem der Winkel tp der 
Eathete F gegenüber liegt. Man hat also 
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Alle Linien, die mit der Normalen den Winkel tp einschließen, 
liegen auf einer Kreiskegelfiäche, und der von ihr begrenzte 
Kegel wird der Reibungskegel genannt. In jedem Flächen- 
elemente der BerQhrungsääche muß demnach der ganze Ober- 
trt^ne Druck entweder innerhalb des Keibungskegels oder 
auf der ihn begrenzenden Eegelfläche liegen. Der letzte Fall 
tritt immer dann ein, wenn entweder ein Gleiten wirklich 
stattfindet oder wenn der Grenzzustand des Oleicbgewichts 
erreicht ist. 

Mit Hilfe des ßeibungswinkels oder des Reibuugskegels 
lassen sich viele Aufgaben ftber das Gleichgewicht in sehr 
einfacher Weise lösen. Man zeigt dies am besten an einigen 
Beispielen. 

In Abb. 61 stelle AB 
eine Leiter oder eine Stange 
dar, die sich bei B gegen 
den rauhen Fußboden, bei Ä 
gegen eine Mauer stützt 
Sie tra^e ein Gewicht Q 
oder auch mehrere Gewichte, 
deren Resultierende Q ist, 
wobei daä Eigengewicht 
schon mit eingerechnet sein 
soll. Es fr^ sich, ob 
die Leiter abrutscht oder 
ob sie durch die Reibung 
im Gleichgewichte gehalten 
wird. — Zur Lösung der 
Aufgabe ziehe man in A und B Normalen zur Mauer- bezw. 
zur Fußbodenääche und trage nach beiden Seiten den Reibungs- 
Winkel tp ab. Dieser selbst muß als g^eben angesehen oder, 
wenn der Reibungskoeffizient gegeben ist, aus Gl. (84) zuvor 
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berechnet werden. Beide Winkelräume, zu denen man auf 
diese Weise gelangt, haben ein Viereck gemeinsam, das in 
Abb. 61 durch Schraffierung hervorgehoben ist. Nun ver- 
längere man die Richtungslinie von Q und sehe zu, ob sie die 
Vierecksfläche durchschneidet. Tut sie dies, dann ist die Leiter 
im Gleichgewichte. Wählt man nämlich einen auf Q und in 
der Vierecksfläche liegenden Punkt C willkürlich aus, ver- 
bindet C mit A und B und zerlegt Q nach den Richtungen 
beider Verbindungslinien, so erhält man Auflagerkräfte bei Ä 
und JB, die mit Q Gleichgewicht herstellen können und die 
noch innerhalb beider Reibungskegel liegen. Das Gleichgewicht 
i&t also möglich, ohne daß irgendwo die Reibung ihren Maximal- 
wert überschreitet, und nach dem allgemeinen Grundsatze, der 
im vorigen Paragraphen als durch die Erfahrung verbürgt ein- 
geführt wurde, ist damit auch nachgewiesen, daß das Gleich- 
gewicht tatsächlich besteht. Zugleich erkennt man, daß das 
Gleichgewicht noch auf sehr viele Arten möglich ist, je nach 
der Wahl des Punktes C. Welcher von allen Gleichgewichts- 
zuständen wirklich eintritt, vermag man dagegen nicht zu 
sagen; dies hängt auch in der Tat von Bedingungen ab, die 
gamicht bekannt sind, nämlich von der Art, wie die Leiter 
schon vor ihrer Belastung aufgestellt wurde. Der Gleich- 
gewichtszustand wird z. B. ein anderer, wenn man die Leiter 
zuerst in B aufstellt und sie dann durch Drehung um B an 
die Mauer anlehnt, als wenn man sie durch eine an B an- 
greifende horizontale Kraft näher an die Mauer herangeschoben 
hat, wobei sie sowohl bei B als bei Ä gleitet. Diese Un- 
bestimmtheit ist aber praktisch gewöhnlich ohne Wichtigkeit, 
da es genügt, zu wissen, ob die Leiter stehen bleibt oder 
abgleitet. 

Wenn ein Mai^n auf der Leiter hinaufsteigt, verschiebt 
sich Q und es kann dann aus der Viereckfläche heraustreten; 
in diesem Falle tritt ein Abrutschen ein. Es muß eintreten, 
wenn das Leiterge wicht unbedeutend gegenüber der Belastung 
und diese weit genug nach oben gelangt ist. Wenn das Leiter- 
gewicht nicht zu klein gegenüber der Belastung und der 
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Keibiingswinkel ziemlich groß ist, kann der Mann die Leiter 
aber auch bis oben hin besteigen, ohne daß die Resultierende Q 
aus beiden Gewichten aus der Vierecksfläche heraustritt. Auch 
dann übrigens, wenn die Leiter so steil aufgestellt ist^ daß sie. 
selbst in den Reibungskegel bei B hineinfällt, ist bei jeder 
Stellung der Last Gleicl^ewicht möglich. 

Diese ganze Betrachtung ist an sich ebenso schön ab- 
gerundet als irgend eine andere der Mechanik und sie ist ohne 
Zweifel von großem Nutzen für die Beurteilung des ganzen 
Vorganges. Leider steht ihrer unmittelbaren Anwendung nur 
wieder der Umstand im Wege, daß man sich in den meisten 
Fällen im Unklaren darüber befinden wird, auf welchen Wert 
des Reibungs winkeis tp oder des Reibungskoeffizienten /* man 
rechnen darf. 

Bei dem eben behandelten Beispiele war stillschweigend 
angenommen worden, daß die Mittellinie der Leiter oder Stange 
in der zur Mauer- und zur Pußbodenfläche senkrechten Zeichen- 
ebene enthalten sei. Man brauchte sich deshalb nur um die 
Winkelräume zu kümmern, nach denen die beiden Reibungs- 
kegel von der Zeichenebene geschnitten werden. Die Stange 
kann aber auch schief zu dieser Ebene aufgestellt sein, ohne 
daß sich das Verfahren deshalb wesentlich zu äiidem brauchte. 
Man wird in diesem Falle nur den Raum ins Auge zu fassen 
haben, der in beiden Reibungskegeln zugleich Uegt; so lange 
die Richtungslinie von Q diesen Raum durchschneidet, besteht 
Gleichgewicht. Praktisch führt man diese Untersuchung am 
besten in der Art aus, daß man durch die Mittellinie der 
Stange und die Richtungslinie von Q eine Ebene legt, die 
beide Reibungskegel nach Winkelräumen schneidet. Man findet 
dann in der Ebene ein Viereck, das in beiden Winkelräumen 
enthalten ist, und sieht zu, ob die Richtungslinie von Q durch 
die Vierecksfläche geht. Freilich ist hier zu beachten, daß 
der Öffhungswinkel der Winkelräume jetzt kleiner ist als 2q). 
Es kann auch sein, daß jene Ebene ganz außerhalb eines der 
beiden Reibungskegel liegt; dann ist bei keiner Stellung von Q 
Gleichgewicht möglich. 
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Abb. 62. 



Ein anderer Fall wird durch Abb. 62 verdeutlicht. Eine 
Stange AB liegt in einer zur Mauer AC senkrechten Ebene 
und stützt sich in A gegen die Mauer. Außerdem wird sie 
durch ein Seil CD gehalten. Es fragt sich, ob sie unter der 

I^ast Q im Gleichgewichte bleibt 
oder ob ein Gleiten bei A eintritt. 
Zur Lösung beachte man, daß 
sich drei Kräfte an einem Körper 
nur dann im Gleichgewichte halten 
können, wenn sich die Richtungs- 
linien in einem Punkte schneiden. 
Von Q und von der durch das 
Seil auf die Stange übertragenen 
Kraft kennt man die Richtungs- 
linien. Man suche deren Schnitt- 
punkt E auf; dann muß auch die 
bei A übertragene Auflagerkraft 
durch E gehen. Gleichgewicht besteht demnach, wenn E im 
innem, oder im Grenzfalle auch noch, wenn es auf dem Um- 
fange des Reibungskegels liegt. Im vorliegenden Falle ist 
übrigens auch die Größe der Reibung eindeutig bestimmt, 
da nur auf eine einzige Art das Gleichgewicht hergestellt 
werden kann. 

Ganz ähnlich ist der durch Abb. 63 veranschaulichte Fall. 
Eine Walze ruht auf dem Fußboden und auf sie stützt sich 
bei C eine Stange, die mit dem anderen Ende A auf dem 
Fußboden ruht. Die Stange trägt eine Last Q, die groß gegen- 
über dem Gewichte der Walze sein soll. Die Walze muß, wenn 
ihr Gewicht vernachlässigt wird, unter dem Einflüsse von zwei 
Kräften, die sich bei B und C auf sie übertragen, im Gleich- 
gewichte sein. Die Richtungslinien dieser Kräfte fallen dem- 
nach mit der Verbindungslinie BC zusammen. Andererseits 
greifen an der Stange drei Kräfte an, von denen zwei der 
Richtungslinie nach bekannt sind. Man verlängere BC bis 
zum Schnittpunkte D. Dann muß der Auflagerdruck bei A 
in die Richtung AD fallen. Das Gleichgewicht ist gesichert, 



§ 36. Reibungswinkel und Beibungskegel. 



239 



wenn AD in den zu Ä gehörigen Eeibungskegel fällt und 
wenn außerdem die Richtung von BC sowohl bei B als bei G 

von der Normalen nicht um mehr als 
den Reibungswinkel abweicht. Wenn die 
Last Q nach C hin fortschreitet, wird 
schließlich D aus dem Reibungskegel 
von A treten, worauf ein Gleiten bei A 
erfolgt. — Hat übrigens die Walze ein 
größeres Gewicht, das nicht mehr ver- 
nachlässigt werden kann, so wird da- 
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Abb. 63. 



Abb. 64. 



durch nur der in B übertragene Druck nach der Normalen 
hin abgelenkt, sodaß hier das Gleiten erschwert wird, während 
sich an den anderen Stellen nichts ändert. 

In Abb. 64 ist ein Prisma gezeichnet, das auf den Fuß- 
boden gestellt ist. Eine horizontale Kraft, die tief genug daran 
angreift, verschiebt das Prisma auf dem Fußboden, während 
es bei höherer Lage umkippt; man soll untersuchen, welcher 
von beiden Fällen eintritt. — Zum Verschieben des Prisma» 
ist mindestens eine Kraft von der Größe fQ erforderlich, worin / 
der Reibungskoeffizient der Ruhe ist. Die Resultierende aus 
fQ und Q bildet mit Q den Reibungswinkel 9; wenn sie die 
Grundfläche des Prismas schneidet, tritt ein Verschieben, und 
wenn sie außerhalb vorbeigeht, ein Umkippen ein. 

Einem Aufsatze von Burls im Engineering, 14. April 1899, 
8. 499 entnehme ich noch eine hierher gehörige Betrachtung über 
das Gleichgewicht auf der schiefen Ebene. 
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In Abb. 6ö sei AB die schiefe Ebene, auf der in ein ma- 
terieller Punkt unter Einwirkung einer äußeren Kraft im Grenz- 
zustande des Gleichgewichts stehen soll. Man ziehe die Normale ON 
und trage von dieser zu beiden Seiten den Eeibungswinkel tp ab. 
Dann trage mau auf der Lotrechten OC das Eigengewicht des ma- 
teriellen Punktes in einem passenden MaSatabe ab und ziehe von C 
aus Parallelen zu den Grenzlinien des Keibungskegels. Diese Par- 
allelen CD und CE 
^ schließen einen durch 

Schraffierung hervor- 
gehobenen Winkelraum 
ein und jede Strecke 
OP oder OQ, die von 
aus bis zu den Schen- 
keln gezogen ist, gibt 
, die Größe der äußeren 
Kraft an, die man in 
^ der betreffenden Rich- 

tung auf den materiel- 
len Punkt wirken lassen 
_^ muß, um diesen im Grenz- 

Abh. 85. zustande des Gleichge- 

wichts zu erhalten. 
Der Beweis folgt (einfacher als in der Quelle) daraus, daß 
der Druck der schiefen Ebene im Grenzznstande den Winkel g> 
mit der Normalen bilden muß und daß daher das Dreieck COP 
oder COQ ohne weiteres das Kräftedreieck für das Gleichgewicht 
zwischen diesem Di'ucke, dem Eigengewichte und der gesuchten, 
äußeren Kraft darstellt. 



§ 37. Beibuug in Führungen. 
Diese Reibung ist zwar ganz ähnlich zu beurteilen, wie 
bei den vorausgegangenen Fällen; wegen der besonderen prak- 
tischen Wichtigkeit soll sie aber noch eigens besprochen werden. 
In Abb. 66 sei AB eine Führung, also eiue Stange von pris- 
matischer Gestalt und C ein Körper, der diese gut passend 
umschließt, sodaB er sich längs der Führung verschieben 
kann. Seitlich, etwa an einem Arme, der mit C verbunden 
] ist, greife eine Kraft Q an, die auch als Resultierende mehrerer 
Lasten aufgefaßt werden kann. Es fr^^ sich, ob Q ein 
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Verschieben herbeiführen kann, oder ob ein Festklemmen zu 
erwarten ist. 

Im ersten Augenblicke, nachdem Q aufgebracht ist, wird 
jedenfalls eine kleine Bewegung eintreten, da der Körper C 
zunächst ganz locker auf der Führungsstange aufsitzen soll. 
Diese Bewegung von C wird zum Teile in einer fortschrei- 
tenden Bewegung, zum Teile in einer drehenden Bewegung 
nm den Schwerpunkt bestehen, da die Richtungslinie von Q 
nicht durch den Schwerpunkt von C geht. Infolge der Drehung 
legt sich C an den Stellen E und D an die Führungsstange 
an. Es werden Auf lagerkräfte an diesen Stellen entstehen, die 
ein weiteres Fortschreiten verhindern, wenn sie imstande sind, 
Gleichgewicht mit Q herzustellen, ohne daß die Reibung ihren 
Maximalwert zu übersteigen 
braucht. Man konstruiere 
■die zu D und E gehörigen 
Reibungskegel und suche 
den ihnen gemeinschaft- 
lichen Raum auf. In der 
Zeichnung entsprechen den 
Reibungskegeln zwei Win- 
kelräume, und die in bei- 
den enthaltene Fläche ist 
•durch Schraffierung hervorgehoben. Wenn die Richtungslinie 
Ton Q durch die schraffierte Fläche geht, tritt ein Fest- 
klemmen ein. 

Man erkennt hieraus zunächst, daß das Festklemmen um 
430 eher eintritt, je weiter seitlich Q liegt. Außerdem kommt 
es aber auch wesentlich auf die Länge der Führung, also auf 
den Abstand der Punkte D und E im Sinne der Achse und 
quer dazu an. In manchen Fällen ist das Festklemmen er- 
wünscht, da man C durch die Reibung festhalten will. Dann 
wird man die Führung breit und kurz (d. h. klein in der Rich- 
tung der Achse und groß quer zur Achse) zu wählen habeu. 
Will man im Gegenteile, daß die Bewegung durch die Reibung 
möglichst wenig gehindert wird, so muß man die Führung 

Föppl, Einführung in die Mechanik. S. Aufl. 16 




Abb. 66. 
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lang in der Richtung der Achse machen und den Querschnitt 
der Führung klein wählen. 

Ein weiteres Beispiel wird dies noch besser aufklären. 
In Abb. 67a sei ein Fahrstuhl C längs einer Stange AB ge- 
fttbit. Eine Last Q, in die das G«wicht des Fahrstuhls schon 
mit eingerechnet ist, soll durch ein am oberen Ende ange- 
brachtes Seil mit der Kraft P in die Höhe gehoben werden. 
Da die Bewegung hier durch 
die Reibungen möglichst wenig 
gehindert werden soll, mu& 
man die Führung möglichst 
K, lang machen. Es ist aber nicht 

nötig, daß die Führongsstange 
auf die ganze Länge der Füh- 
rung wirkheh umschlossen 
wird; es genügt schon, wenn 
r ■ q man den oberen und den un- 
teren Teil der Führung aus- 
führt und den mittleren Teil 
wegläßt, wie es in der Zeich- 
nung ang^eben ist. Der Kör- 
Ah S7b P^' ^ '^^ ^^"^ zunächst 
wieder, wie im vorigen Bei- 
le, in den Punkten D und E an die 
rnngsstauge an. Wenn die Bewegung 
Fahrstuhls nach oben im Gange ist, 
jt der Auflagerdruck an beiden Stel- 
___ den ReibungBwinkel f) mit der Nor- 
^ *' malen. Damit kennt man die Richtungen der 

Ton der Fühmngsstauge auf den Fahrstuhl übertragenen Kräfte 
K^ und K^, denn es ist klar, daß beide eine Reibnngskom- 
ponente in jener Richtung besitzen, die der Aufwärtebewegung 
entgegengesetzt ist. Bei gleichförmiger Bewegung des Fahr- 
stuhls nach oben müssen die vier daran angreifenden Kräfte P, 
Q, K^, K^ im Gleichgewichte miteinander stehen. Man suche 
die Schnittpunkte von K^ mit Q und von K^ mit P auf. Die 
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Resultierende aus den ersten beiden muß der Resultierenden 
aus den beiden letzten das Gleichgewicht halten und die Rich- 
tungslinien von beiden Resultierenden fallen daher auf die Ver- 
bindungslinie der beiden vorher erwähnten Schnittpunkte. In 
Abb. 67a ist die Verbindungslinie punktiert eingetragen. Man 
kann jetzt den in Abb. 67b gezeichneten Kräfteplan konstruieren, 
indem man zuerst ein Dreieck aus der gegebenen Kraft Q 
mit £, und der Resultierenden aus beiden bildet und dann in 
einem zweiten, daran gereihten Kräftedreiecke die Resultierende 
nach den Richtungen von P und jS^ zerlegt. Damit findet 
man die Kraft P, die zum Betriebe des Aufzuges erforderlich 
ist. — Je weiter man den Angriffspunkt des Seiles der Rich- 
tungslinie von Q nähert, desto kleiner wird die Kraft P, und 
wenn P und Q in die gleiche Richtung fallen, verschwinden 
die Reibungen und P wird gleich Q, 

Natürlich kann man P auch durch Rechnung ermitteln, 
sodaß die wirkliche Ausführung der Zeichnung im Maßstabe 
entbehrlich wird. Wer eine wohlbegründete Scheu vor dem 
Reißbrette und dem Zeichenstifte empfindet, weil er sich im 
Zeichnen nicht sicher fühlt, wird diesen Weg lieber einschlagen. 
Er kann dann etwa so verfahren, daß er K^^ und K^ von vorn- 
herein in horizontale und vertikale Komponenten zerlegt. Die 
Horizontalkomponenten müssen einander gleich sein, da alle 
übrigen Kräfte in vertikaler Richtung gehen. Die Reibungen 
folgen daraus durch Multiplikation mit dem Reibungskoeffi- 
zienten. Schreibt man nun eine Momentengleichung an für 
einen Momentenpunkt, der auf der Richtungslinie von P liegt, 
so kommt darin nur die Größe der Horizontalkomponenten 
von K^ und K^ als Unbekannte vor. Nach deren Ermittelung 
folgt auch P durch eine Komponentengleichung für die vertikale 
Richtung. — Anschaulicher bleibt aber in solchen Fällen immer 
das zeichnerische Verfahren; man kann bei ihm am besten 
überschauen, welchen Einfluß auf das Resultat irgend eine 
Änderung in der ganzen Anordnung herbeiführt. 
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§ 38. Beibung zwischen Zahnrädern. 

In Abb. 68 sind zwei Scheiben Ä und B gezeichnet, die 
sich um die Wellenmittelpunkte C und D zu drehen vermögen. 
Von den Umrißlinien beider Scheiben kommt es nur auf die 
durch Schraffierung hervorgehobenen beiden Kurven an, die 
miteinander im Eingriffe stehen, während die übrige Begren- 
zung gleichgültig ist. Wenn sich die untere Scheibe entgegen- 
gesetzt dem Uhrzeigersinne dreht, schiebt sie die obere Scheibe 
vor sich her und nötigt sie, sich im UTirzeigersinne zu drehen. 




Abb. 68. 



Dabei gleiten die Scheibenumf änge an der Eingriffsstelle gegen- 
einander. Die Richtungslinie ZZ des zwischen beiden Scheiben 
übertragenen Zahndrucks schließt daher mit der Berührungs- 
normalen NN in jedem Augenblicke den Reibungswinkel (p ein. 
Wenn der Reibungswinkel gleich Null wäre, würde ZZ 
mit NN zusammenfallen. Dann wäre das statische Moment 
des Zahndrucks Z für die untere Scheibe gleich Za und für 
die obere Scheibe gleich Za, beide Momente auf die Dreh- 
punkte der Scheiben bezogen. Dreht sich dann die untere 
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Scheibe um einen kleinen Winkel dtj^j so ist die Arbeit, die 
zur Überwindung des Zahndrucks an ihrer Welle geleistet 
werden muß, gleich Zadif^ und auf die obere Scheibe wird, 
wenn deren Drehungswinkel mit dip' bezeichnet wird, die 
Arbeit Zadilf' übertragen. Wenn keine Reibungen vorkom- 
men, die Arbeit verzehren könnten, müssen beide Arbeiten 
gleich sein und man hat daher 

ad^'=adrl). 

Die Normale NN teilt die Verbindungslinie CD der beiden 
Wellenmittelpunkte in zwei Abschnitte, die mit H und r be- 
zeichnet sind. Da B: r = a: a^ folgt daher auch 

rdilf' = Bdtp, 

Zieht man mit den Halbmessern B und r von den Wellen- 
mittelpunkten aus zwei sich berührende Kreise, die man sich mit 
den Scheiben verbunden denkt, so bewegt sich bei der Drehung 
der unteren Scheibe um den Winkel dil) ein Punkt des damit 
verbundenen Kreisumfangs um den Weg JBdt^, während der 
Umfang des oberen Kreises den Weg rdil^' beschreibt. Da 
beide Wege, wie wir sahen, gleich sind, rollen demnach beide 
Kreise aufeinander, ohne zu gleiten. 

Die Relativbewegung von zwei in der bezeichneten Weise 
im Eingriffe miteinander stehenden Scheiben kann daher für 
jeden Augenblick in anschaulicher Weise dadurch beschrieben 
werden, daß man durch den Schnittpunkt der Eingriffsnormalen 
mit der Verbindungslinie der Wellenmittelpunkte jene beiden 
Kreise zieht. Die gegenseitige Bewegung der Scheiben erfolgt 
dann so, daß die beiden Kreise, die man als die Teilkreise 
bezeichnet, aufeinander rollen. Bei beliebiger Gestalt der mit- 
einander im Eingriffe stehenden Scheibenumfänge ändern sich 
die Kreise und das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten 
beider Scheiben von einer Lage zur anderen. Von Zahnrädern 
verlangt man aber, daß das Winkelgeschwindigkeits Verhältnis 
konstant bleibt und man muß, um dies zu erreichen, die Zahn- 
umrisse so wählen, daß die Eingriffsnormale in jeder Lage 
durch denselben Punkt der Verbindungslinie CD geht. In der 
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Lehre von den Verzahnungen wird diese Aufgabe gelöst; hier 
haben wir uns nicht weiter mit ihr zu befassen. 

Bisher nahmen wir an, daß die Scheibenumfänge ohne 
Widerstand aufeinander gleiten könnten. Jetzt wollen wir die 
zwischen ihnen auftretende Reibung in Berücksichtigung ziehen. 
An der Relativbewegung beider Scheiben gegeneinander kann 
dies nichts ändern, da sie nur von dem geometrischen Zu- 
sammenhange, der sich gleich geblieben ist, abhängt. In der 
Tat hätte man auch den Nachweis, daß die Relativbewegung 
durch das Rollen der Teilkreise aufeinander dargestellt werden 
kann, durch rein geometrische Betrachtungen erbringen können, 
ohne dabei auf die Arbeit des Zahndruckes, von der wir wegen 
des Zusammenhanges mit dem Folgenden ausgegangen sind, 
eingehen zu müssen. 

Die Richtungslinie ZZ des Zahndruckes Z schließt jetzt 
mit der Eingriffsnormalen "Nl^ den Reibungswinkel 9 ein. 
Das Moment des Zahndruckes für die untere Scheibe ist Zh 
und die für eine Drehung um den Winkel d^^) aufzuwendende 
Arbeit daher Zhdil^. Andererseits ist die auf die obere Scheibe 
übertragene Arbeit gleich ZVd'^' . Diese beiden Arbeiten sind 
nicht mehr einander gleich; ihr Unterschied ist vielmehr gleich 
der zur Überwindung der Reibung verbrauchten Arbeit. Für 
das Verhältnis iq beider Arbeiten, das man als den Wirkungs- 
grad der Zahnräder oder überhaupt zweier in dieser Weise im 
Eingriffe miteinander stehenden Scheiben bezeichnet, erhält 
man zunächst 

* ~~ bd'tj) br 

Bezeichnet man den Abschnitt der Verbindunglinie CD 
beider Wellenmittelpunkte, der zwischen der Eingriffsnormalen 
NN und der Wirkungslinie ZZ des Zahndruckes liegt, mit c, 
so ist auch, wie man aus der Abbildung erkennt, 

fe' r — e 1 j 1 -Kr — eB 

^ = ^^-, — und daher ri = -^ — j 

b B-\'e * Er + er 

Um möglichst wenig Arbeitsverluste zu erhalten, muß 
man rj möglichst nahe gleich Eins zu machen suchen. Man 
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sieht aber, daß dies nur durch Verkleinerung von e eiTeicht 
werden kann und da e mit der Entfernung des Eingriffspunktes 
Ton CD wächst, muß man die Eingriffsdauer tunlichst be- 
schränken. Der Wirkungsgrad der Zahnräder wird daher um 
80 besser werden, je mehr Zähne man nimmt und je kleiner 
man daher die einzelnen Zähne macht, denn je kleiner die 
Zähne sind, um so kürzer wird die Strecke, bis zu der hin 
der Eingriff bestehen bleibt und um so kleiner wird damit die 
Strecke e am Ende des Eingriffs. Jedenfalls wird man daher 
die Teilung der Zahnräder, d. h. jenen Teilkreisbogen, der 
zwischen den Mitten zweier aufeinander folgender Zähne liegt, 
so klein zu machen haben, als es die Rücksicht auf die Festig- 
keit der Zähne gestattet. 

Wenn e, wie es bei den gewöhnlich gebrauchten Zahn- 
rädern zutrifft, klein gegen die Teilkreishalbmesser ist, kann 
man übrigens durch Ausführung der Division an dem für ri 
aufgestellten Ausdrucke unter Portlassung der mit höheren Po- 
tenzen von e behafteten Glieder für vi auch den Näherungswert 

V='l—e -w— 

* Er 

benützen. Im übrigen ist zu beachten, daß sich rj mit e und 
daher mit der Stellung der Zahnräder zueinander ändert. Um 
einen mittleren Wirkungsgrad zu erhalten, muß man auch 
für e einen Mittelwert einsetzen. 



§ 39. Zapfenreibung und Beibungskreis. 

Auf einen Tragzapfen, also auf einen Körper von zylin- 
drischer Gestalt, der von einem ihn auf dem Umfange um- 
schließenden Lager umgeben ist, wirke eine äußere Kraft Q. 
Wenn Q durch den Mittelpunkt des Zapfens geht, herrscht 
Gleichgewicht. Auf jedem Flächenteilchen des Umfangs wird 
ein Normaldruck N (Abb. 69) übertragen, dessen Richtung 
durch den Zapfenmittelpunkt geht, und die geometrische Summe 
dieser Auflagerkräfte ist Q gleich und entgegengesetzt ge- 
richtet. Reibungen sind zur Aufrechterhaltung des Gleich- 
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Abb. 69. 



gewichts nicht nötig und sie treten daher auch nicht auf. 

Man hat 

2:» = — O, aber 2:N>Q. 

Es kommt auf die Verteilung der Auflagerkräfte N über den 
Zapfenumpfang an, um wieviel UN größer ist als Q. Der 

Unterschied ist um so geringer, je mehr 
sich N auf den unteren Teilen der Berührungs- 
fläche des Zapfens zusammendrängt. Wir 

EN = ccQ, wobei a > 1 

ist. — Wir wollen jetzt annehmen, daß die 
Belastung Q des Zapfens ein wenig exzentrisch 
angreife. Ohne Zuhilfenahme der Reibungen 
kann dann kein Gleichgewicht mehr bestehen, denn die Normal- 
kräfte jN^ können immer nur eine Resultierende ergeben, die 
durch den Kreismittelpunkt geht. Da eine Bewegung des 
Schwerpunktes nicht stattfindet, muß zwar auch jetzt noch 
2]9t = — O sein, aber die Resultierende der 91 und die Be- 
lastung O bilden jetzt ein Kräftepaar miteinander, dessen 
Moment gleich Qq ist, wenn q den senkrechten Abstand der 
Riehtungslinie von D vom Zapfenmittelpunkte bedeutet. Dieses 

Kräftepaar bringt eine beschleunigte Ro- 
tation des Zapfens hervor. 

Anders wird die Sache, wenn Rei- 
bungen hinzukommen. Diese können 
das Gleichgewicht aufrecht erhalten, so 
lange die Exzentrizität q der Belastung 
nicht zu groß wird. Es wird sich vor 
allen Dingen darum handeln, den zur 
Grrenzlage des Gleichgewichtes gehörigen 
größten Wert von q zu ermitteln. — 
An Stelle der Normalkräfte 91 treten 
jetzt Kräfte St am Zapfenumfange auf, 
die mit der Richtung von 91 den Reibungswinkel 9 einschließen 
(Abb. 70). Auf jeden Fall muß auch jetzt noch ZSt = — O 
sein, da eine Verschiebung des Zapfenschwerpunktes aus- 




Abb. 70. 
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geschlossen ist. Es handelt sich also nur darum^ ob die Besnl- 
tierende der Auflagerkräfte Gleichgewicht mit der Belastung 
herstellt oder ob beide ein Kräftepaar miteinander bilden. 
Dies wird durch eine Momentengleichung entschieden, die wir 
auf den Zapfenmittelpunkt als Momentenpunkt beziehen. Wir 
denken uns jedes St in eine Normalkomponente N und in die 
Reibung F zerlegt. Die erste Komponente trägt zur Momenten- 
gleichung nichts bei, da sie durch den Momentenpunkt geht. 
Das Moment der Reibung F ist gleich Fr, wenn der Zapfen- 
halbmesser mit r bezeichnet wird. Die Gleichgewichtsbedingung 
lautet daher 

rZF^^ Qq oder rfZN = Qq. 

Für 2JN kann man wie vorher aQ setzen, wobei a ein Zahlen- 
faktor ist, von dem man zunächst nur weiß, daß er etwas 
größer ist als Eins Damit erhält man für die Grenzlage de» 

Gleichgewichts 

q = rfa . 

Anstatt nun f für sich und a für sich zu ermitteln, ist 
es zweckmäßiger, das Produkt aus beiden unmittelbar aus 
einem Versuche zu entnehmen. Man schreibt also an Stelle 
der vorigen Gleichung 

q = rf, (85) 

wobei nun f" = fa als der Zapfenreibungskoeffizient 
bezeichnet wird. Dieser muß demnach etwas größer sein als 
der Reibungskoeffizient f. Tatsächlich findet man freilich die 
Angabe von f oft erheblich niedriger, als die von f für die 
gleichen Materialien und den gleichen Zustand der Oberflächen. 
Das kommt indessen nur davon her, daß bei Zapfen die Be- 
arbeitung und Schmierung gewöhnlich besser ist, als bei ebenen 
Flächen. 

Schlägt man mit dem nach Gl. (85) berechneten Werte 
von q als Halbmesser einen Kreis um den Zapfenmittelpunkt, 
so besteht immer Gleichgewicht, so lange die Richtungslinie 
der Zapfenbelastung diesen Kreis entweder schneidet oder in 
der Grenzlage ihn berührt. Dieser Kreis heißt der Reibungs- 



^ 
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kreis des Zapfens. Bei gleichförmiger Drehung des Zapfens 
berührt der Zapfendruck stets den Beibungskreis^ denn die 
Reibung nimmt hier überall ihren Maximalwert an. 

Der Breibungskreis leistet ähnliche Dienste wie in den vorigen 
Paragraphen der Reibungskegel. Die wichtigste Anwendung 
findet er bei der Untersuchung einer zur Übertragung von Zug- 
oder Druckkräften dienenden Stange, die an beiden Enden mit 
Zapfen drehbar befestigt ist. Wenn keine Reibungen vor- 
kämen, müßte die Resultierende aller am Umfange eines Zapfens 
übertragenen Kräfte durch den Zapfenmittelpunkt gehen. Ver- 
nachlässigt man das Gewicht der Stange, so bleiben nur diese 
beiden Zapfendrücke, die im Gleichgewichte miteinander stehen 
müssen. Daraus folgt, daß die Stange nur eine Kraft zu über- 
tragen vermag, deren Richtungslinie durch beide Zapfenmittel- 
punkte geht, die also mit der Stangenmittellinie zusammen- 
fällt. Von diesem Satze macht man bei vielen Berechnungen 
Gebrauch. Er bleibt aber nicht genau richtig, wenn man auf 
die Reibungen am Zapfenumfange achten muß. Wir wissen 
dann nur, daß der Zapfendruck an jedem Ende mit dem 
Reibungskreise mindestens einen Punkt gemeinsam haben muß. 
Jede Linie, die die Reibungskreise beider Zapfen schneidet 
oder wenigstens berührt, ist danach eine mögliche Richtungs- 
linie der von der Stange übertragenen Kraft. Die größte Ab- 
weichung von der Richtung der Stangenmittellinie entspricht 
einer inneren gemeinschaftlichen Tangente an beide Reibungs- 
kreise. In Abb. 71 ist 

r0- ^-.-.^£^sa»^^ _„^c^£-5f----4 ]^^ ^^® Stange mit den Rei- 

^ — ^ bungskreisen der Zapfen 

Abb. 71. J J • 

und den mneren ge- 
meinschaftlichen Tangenten gezeichnet. Um eine deutliche 
Figur zu erhalten, mußten die Zapfendurchmesser und außer- 
dem auch der Zapfenreibungskoeffizient ungewöhnlich groß an- 
genommen werden; die Reibungskreise sind punktiert gezeichnet. 
In der Regel sind die Zapfen und ihre Reibungskreise von 
viel kleinerem Durchmesser im Vergleiche zur Stangenlänge, 
als in der Zeichnung angenommen wurde. Man erkennt, daß 
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dann in der Tat auch mit Berücksichtigung der Reibung die 
Richtungslinie der von der Stange übertragenen Kraft nur 
wenig von der Stangenmittellinie abweichen kann. Es ist da- 
her bei den meisten Berechnungen vollständig gerechtfertigt^ 
beide Richtungslinien als zusammenfallend anzunehmen. 

Eine Stange dieser Art ist z. B. auch die Kurbelstange 
einer Dampfmaschine. Wenn die Maschine nicht zu schnell 
umläuft^ sodaß die zur Beschleunigung der Kurbelstangenmasse 
erforderlichen Kräfte ebenso wie das Gewicht der Kurbelstange 
außer acht gelassen werden dürfen ^ kommen nur zwei Kräfte 
an der Stange vor, die von den beiden Zapfen auf sie über- 
tragen werden. Bei der Untersuchung des Kurbelmechanismus 
im vorigen Abschnitte, die auf die Zapfenreibung keine Rück- 
sicht nahm, konnte daher angenommen werden, daß die Kraft- 
übertragung in der Richtung der Verbindungslinie beider Zapfen- 
mittelpunkte erfolge. Jetzt erkennen wir aber, daß diese An- 
nahme nicht streng richtig ist; die Richtungslinie der über- 
tragenen Kraft fällt vielmehr mit einer gemeinschaftlichen 
Tangente der Reibungskreise beider Zapfen zusammen. Es 
hängt von der augenblicklichen Stellung des Mechanismus 
und dem Umlaufssinne ab, welche der vier gemeinschaftlichen 
Tangenten in Frage kommt. 

Bei der in Abb. 59 (S. 209) angenommenen Stellung und einer 
mit der Uhrzeigerbewegung übereinstimmenden Drehung der Kurbel 
ist der Winkel tp in Zunahme und der zwischen der Kurbelstange 
und der Kurbel eingeschlossene Winkel 180® — (9> + '«/') in Ab- 
nahme begriffen. Daraus folgt, daß der Zapfendruck am Quer- 
haupte den Reibungskreis oben und der Zapfendruck an der Kurbel 
den ihm zugehörigen Eeibungskreis unten berühren muß. Man er- 
kennt das am einfachsten, wenn man sich die Kurbelstange zer- 
schnitten denkt und an jedem Stumpfe eine Kraft so anbringt, 
daß sie relativ zu dem damit verbundenen Gliede, das man sich 
hierbei feststehend denken kann, eine Drehung in jener Richtung 
be\virkt, die eine Zunahme oder Abnahme der betreffenden Winkel 
herbeiführt. In der betrachteten Stellung fällt daher die Richtung 
des übertragenen Druckes mit einer inneren Tangente beider ßei- 
bungskreise zusammen und zwar mifc jener, die mit der Zjlinder- 
achse einen kleineren Winkel als i(; bildet. Sobald die Bewegung 
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so weit vorgeschritten ist, daß i/; wieder abnimmt, während der 
andere Winkel ebenfalls noch in der Abnahme begriffen ist, berührt 
die Richtungslinie der von der Kurbelstange übertragenen Kraft 
beide Reibungskreise von unten und bei der Rückkehr nach vollen- 
detem Kolbenhube tritt ebenfalls wieder ein Richtungswechsel der 
Kraftrichtung gegenüber der Stangenmittellinie ein. — Gewöhnlich 
ist es aber nicht nötig, bei der Berechnung der Dampfmaschine 
auf diese Richtungsunterschiede Rücksicht zu nehmen, da sie wegen 
der großen Länge der Kurbelstange gegenüber den Halbmessern 
der Reibungskreise nur geringfügig sind. Größer wird die Ab- 
weichung bei einer Exzenterstange. Ein Exzenter ist als ein Kurbel- 
zapfen von besonders großem Zapfendurchmesser aufzufassen. Wegen 
des großen Zapfendurchmessers ist auch der Reibungskreis verhält- 
nismäßig groß und die an ihn gelegte Tangente weicht daher, 
namentlich bei geringer Länge der Exzenterstange, merklich von 
der Richtung der Stangenmittellinie ab. 



§ 40. Reibung an Stützzapfen. 

Wenn sich zwei Körper nur in einem Punkte berühren^ 
kann eine Bewegung des einen relativ zum anderen auch in 
einer Drehung um die gemeinsame Normale der sich berühren- 
den Oberflächen bestehen. Der sich einer solchen Drehung 
entgegenstellende Widerstand wird als bohrende Reibung 
bezeichnet.. Ein solcher Widerstand kann sich indessen nur 
dann bemerklich machen, wenn beide Körper mit einem ge- 
wissen Normaldrucke aufeinander gepreßt sind. Tatsächlich 
kann nun ein endlicher Druck zwischen zwei Körpern nicht 
in einem einzigen Punkte, sondern nur in einer, wenn auch 
nur kleinen, Fläche übertragen werden, da sich alle Körper 
beim Aufeinanderdrücken etwas abplatten. Wenn jetzt eine 
Drehung um die Normale erfolgen soll, müssen die in der 
Druckfläche miteinander in Berührung stehenden Teilchen bei- 
der Körper übereinander gleiten. Man erkennt daraus, daß 
die sogenannte bohrende Reibung eine zusammengesetzte Er- 
scheinung bildet, die sich auf den Widerstand gegen Gleiten 
zurückführen läßt. 

Praktisch kommt ein Widerstand gegen Drehung um die 
Berührungsnormale namentlich bei den sogenannten Stütz- 
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zapfen oder stehenden Zapfen vor. Dabei soll als stehender 
Zapfen ganz allgemein ein Zapfen verstanden werden, dessen 
Belastung in die Richtung der Drehachse fällt. Bei dem 
liegenden Zapfen, auf den sich die Untersuchungen des vorigen 
Paragraphen bezogen, steht die Belastung Q rechtwinklig zur 
Zapfenachse und der Druck wird zwischen der zylindrischen 
Zapfenoberfläche und den Lagerschalen übertragen. Bei genauer 
Einstellung des stehenden Zapfens, durch die ein Klemmen im 
Lager vermieden wird, tritt dagegen in der zylindrischen Fläche 
kein Druck und daher auch keine Reibung von merklichem 
Betrage auf. Druckübertragung und Reibung sind vielmehr 
auf die kreisförmige Basisfläche, die wir als 
eben voraussetzen wollen, beschränkt. 

Wenn der Zapfenra^ius mit r bezeichnet 
wird (Abb. 72), kommt bei gleichförmiger 
Druckverteilung auf die Flächeneinheit der 

Normaldruck -^ und die ihm entsprechende, 

der Bewegung entgegen gerichtete Reibung ist 

Qf 
gleich -^- Alle Reibungen lassen sich zu 

einem Kräftepaare vereinigen, dessen Moment 
M gleich der Summe der Momente aller ein- 
zelnen Reibungen für irgend einen Momenten- 
punkt ist. Zur Berechnung von M legen wir 
den Momentenpunkt am besten auf den Mittel- 
punkt der Basisfläche des Zapfens. Ziehen 
wir zwei Kreise mit den Radien x und x -f dx, so haben alle 
in diesem unendlich schmalen ringförmigen Flächenstreifen auf- 
tretenden Reibungen denselben Hebelarm X] ihr Beitrag zu 
dem Reibungsmomente M ist 




Abb. 72. 



Qf 



itr 



, • 27cxdx ' X. 



Wir erhalten M durch Bildung der Summe aller dieser 
Ausdrücke für die Werte von x ^ bis x =^ r. Diese Summe 
wird durch Ausführung des bestimmten Integrals zwischen 
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den genannten Grenzen erhalten^ also 

r 

M^^-^fx'dx = lQfr. (86) 



Das Reibungsmoment ist demnach für gleiche Belastung und 
gleichen Reibungskoeffizienten beim stehenden Zapfen kleiner 
als beim liegenden. Es wird (wie auch beim liegenden Zapfen) 
um so kleiner, je kleiner der Zapfenradius bezw. der Radius r 
des Basiskreises gemacht wird. Man führt daher die Zapfen, 
wenn es sich um möglichste Beschränkung des Einflusses der 
Reibung handelt, so klein aus, als es die Rücksicht auf die 
Festigkeit des Materials, auf die Abnutzung, auf die Möglich- 
keit einer ausreichenden Schmierung und der Ableitung der 
entstehenden Reibungswärme gestattet. 

Auf den Einfluß der Abnutzung ist bei den Zapfenlagern wohl 
zu achten. Konstruktive Erwägungen sind hier zwar nicht weiter 
auszuführen; es muß aber darauf hingewiesen werden, daß schon 
die vorher eingeführte Annahme einer gleichförmigen Verteilung 
des Normaldruckes durch die Abnutzung in Frage gestellt wird. 
Die Abnutzung, die der Zapfen im Betriebe erfährt, hängt nämlich 
einerseits von dem Normaldrucke, andererseits aber auch von der 
relativen Geschwindigkeit ab, mit der das Gleiten der Oberflächen 
aufeinander erfolgt. Nun ist beim stehenden Zapfen die Geschwin- 
digkeit nach außen hin größer, als in der Nähe der Mitte. Sobald 
aber die Abnutzung infolgedessen außen weiter vorgeschritten ist, 
als innen, wird die Druckübertragung ungleichförmig, wenn sie 
auch vorher gleichförmig war. Die äußeren Teile werden auf 
Kosten der inneren entlastet und damit nimmt das Reibungs- 
moment ab. Dies ist übrigens nicht der einzige Grund dafür, daß 
die Reibung bei einem „eingelaufenen" Zapfen geringer wird, als 
im Anfange. Wenn der Zapfen vorher nicht genau paßte und sich 
infolgedessen im Lager etwas klemmte, wird das Material an den 
betreffenden Stellen etwas abgenutzt, sodaß er nachher lockerer sitzt. 

Anmerkung. Auch für die Tragzapfen lassen sich ähnliche 
Betrachtungen über den Einfluß der beim Einlaufen entstehenden 
Abnutzung anstellen. In diesem Falle ist die Gleitgeschwindigkeit 
überall am Umfange gleich groß. Die Abnutzung hängt daher nur 
vom Normaldrucke ab, dem man sie proportional setzt. Ferner 
wird auch die Reibung proportional dem Normaldrucke und daher 
auch proportional der Abnutzung an jeder Stelle angenommen. 
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Von der Abnutzung darf man voraussetzen, daß sie nur an den 
Lagerschalen und nicht an dem aus härterem Materiale bestehenden 
Zapfen eintritt. Auf grund dieser Voraussetzungen läßt sich das 
Moment der Reibungen am eingelaufenen Zapfen näher berechnen; 
siehe die Abhandlung von Prof. Camerer in der Zeitschrift des 
Ver. D. Ing. 1901, S. 1501. 



§ 41. Bollende Beibung. 

Auch wenn sich zwei Körper so gegeneinander bewegen, 
daß sich die Oberfläche des einen auf der des anderen ab- 
wickelt, tritt ein Widerstand auf. Bei harten Körpern ist er 
aber viel kleiner, als die gleitende Reibung und sehr häufig 
kann er daher ganz vernachlässigt werden. Von besonderer 
Wichtigkeit ist die rollende Reibung bei der Bewegung der 
Fuhrwerke. Der Zugwiderstand, der bei der Bewegung eines 
Wagens auf ebener, geradliniger Fahrbahn überwunden werden 
muß, besteht indessen nicht allein aus der rollenden Reibung 
der Räder. Auch die Reibung an den Zapfen, durch die die 
Lagerung der Räder gegen das Wagengestell bewirkt wird, 
äußert sich im Zugwiderstande. Um dies zu erkennen, sei von 
der rollenden Reibung zunächst ganz abgesehen. Wenn der 
Wagen still steht, empfängt das Rad einen durch den Zapfen- 
mittelpunkt gehenden Druck seitens des Zapfens, der mit dem 
an der Aufsitzstelle des Rades vom Boden 
her übertragenen Drucke im Gleichgewichte 
ist. Sobald der Wagen fährt, geht aber der 
Zapfendruck nicht mehr durch den Zapfen- 
mittelpunkt, sondern er bildet, wie wir aus 
den Untersuchungen in § 39 wissen, eine 
Tangente an den Reibungskreis. Mit dieser 
Kraft muß der Bodendruck immer noch im ^^^777m7mr^7mfmm7777m77m. 

Gleichgewichte stehen; wir finden daher die 
Richtung des Bodendrucks, indem wir von der Aufsitzstelle des 
Rades aus eine Tangente an den Reibungskreis ziehen. In 
Abb. 73 ist diese Tangente eingetragen; dabei ist der Zapfen- 
umfang ganz weggelassen und der Reibungskreis der Deutlich- 
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keit wegen viel größer gezeichnet, als er im Verhältnisse zum 
Kade zu sein pflegt. 

Die Vertikalkomponente des Bodendrucks ist gleich der 
Belastung Q des Kades, wenn wie seither schon das Gewicht 
des Rades gegenüber seiner Belastung der Einfachheit wegen 
Yernachlässigt wird. Die Horizontalkomponente H finden wir 
aus der Proportion 

Wenn der Wagen in gleichförmiger Bewegung begriffen 
«ein soll; müssen alle von außen her auf ihn übertragenen 
Kräfte im Gleichgewichte miteinander stehen. Die vorher- 
gehende Gleichung gibt daher sofort auch die Zugkraft H an, 
die zur Überwindung der Zapfenreibung am Wagen aufgewendet 
werden muß, wenn man nun unter Q das Gewicht des ganzen 
Wagens versteht. Dabei ist vorausgesetzt, daß alle Räder 
gleichen Halbmesser jB und gleichen Zapfenradius r haben. 
Wenn die Hinterräder größer sind als die Vorderräder, wie 
bei den gewöhnlichen Straßenfuhrwerken, läßt sich H leicht 
aus zwei Gliedern nach der Vorschrift der vorausgehenden 
Gleichung zusammensetzen. Man erkennt auch, daß es vorteil- 
haft ist, große Räder zu verwenden und daß es sich empfiehlt, 
den größeren Rädern den Hauptteil der Last aufzubürden. In 
Kreisen von Praktikern bestehen in dieser Hinsicht noch häufig 
irrige Meinungen, die auf falsch gedeuteten Beobachtungen 
beruhen. Daß die Theorie der Bewegung der Fuhrwerke mit 
den Tatsachen in guter Übereinstimmung steht, ist schon 
durch viele sorgfältige Versuche erwiesen worden. 

Bis jetzt ist die rollende Reibung noch nicht berücksich- 
tigt worden, und ich will jetzt umgekehrt annehmen, daß die 
Zapfen absolut glatt seien, damit wir es nur mit einem ein- 
zigen Bewegungs widerstände zu tun haben. Die rollende Reibung 
hängt wesentlich von der Formänderung ab, die Fahrbahn und 
Rad unter dem Einflüsse des zwischen ihnen übertragenen 
Druckes erfahren. Gewöhnlich ist das Rad viel widerstands- 
fähiger gegen eine Formänderung als die Fahrbahn, nament- 
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lieh bei der Fahrt auf einem weichen, nachgiebigen Boäen. 
Ich will diesen Fall zunächst voraussetzen. 

In Abb. 74 ist angenommen, daß das Rad ein Gleis in 
den Boden einschneidet, der als plastisch vorausgesetzt wird. 
Rad und Boden berühren sieh jetzt nicht mehr in einer eng- 
begrenzten Stelle, die näherungsweise 
als Punkt im Radaufrisse angesehen /^'^^ ""^\ 

werden könnte, sondern längs eines / \ 

Kreisbogens, der um so größer ist, / ; \ 

je tiefer das Gleis, je nachgiebiger I r^^^--^ ) 

also der Boden ist. Längs dieses ganzen \ ;k y' 

Kreisbogens verteilt sich auch der 
Bodendruck, den das Rad erfährt. Die 
Resultierende muß, wenn der Zapfen Abb!^74. 

absolut glatt ist, des Gleichgewichts 

wegen durch den Zapfenmittelpunkt gehen. Sie hat eine 
horizontale Komponente, die sich aus der Proportion 

He TT n^ 

berechnet, wenn mit e der Abstand des Angriffspunktes des 

resultierenden Bodendrucks von dem lotrechten Radhalbmesser 

bezeichnet wird. 

Nimmt man an, daß der Bodendruck in jedem Flächenelemente 
der Berührungsfläche proportional der dort schon bewirkten Ein- 
drückung ist, so kann man e noch etwas näher berechnen, sodaß 
es als Funktion der Tiefe des eingeschnittenen Gleises dargestellt 
wird. Es genügt dabei, falls die Tiefe t des Gleises klein ist gegen 
den Radhalbmesser i?, den Kreisbogen als einen Parabelbogen von 
der Pfeilhöhe t und der halben horizontalen Sehne s zu betrachten. 
Die Tiefe der Einsenkung im Abstände x vom lotrechten Radhalb- 
messer sei y, dann ist 

^s* — X* 

oder, da s^= 2Itt gesetzt werden kann, auch 

^Bt — x^ 

Wenn nun der Bodendruck an jeder Stelle proportional mit y 
ist, geht die Resultierende durch den Schwerpunkt des halben 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 17 
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Paräbelsegments. Daher ist 

S 8 

e I ydx — / xydx und hieraus e =^-^ = —y2Bt, 



Auch der Einfluß der Größe des Rades auf die Gleistiefe 
kann unter der angenommenen Voraussetzung berechnet werden. 
Da die Last Q gegeben ist, muß bei jeder Radgröße das halbe 
Parabelsegment denselben Flächeninhalt haben; daher ist 

wo nun die Konstante C nur noch von der Belastung ^ und von 
der Nachgiebigkeit des Bodens abhängt. Hiermit wird 

5^= 2BC und daher e == ^Y^BC . 

Hiernach wächst zwar e mit dem Radhalbmesser, das Verhältnis -^j 

von dem die Zugkraft H abhängt, nimmt aber mit JR ab und die 
rollende Reibung wird daher ebenfalls kleiner bei größeren Rädern. 
Freilich ist die Voraussetzung, auf der diese Rechnungen beruhen, 
daß der Druck an jeder Stelle proportional mit y sei, ziemlich un- 
sicher, und man darf daher kein zu großes Gewicht auf die daraus 
abgeleiteten Formeln legen. 

Wenn der Boden niclit so vollkommen plastisch ist, wie 
ich bis jetzt annahm, wird er hinter dem Rade wieder etwas 
in die Höhe gehen. Der Kreisbogen, längs dessen der Boden- 
druck übertragen wird, erstreckt sich jetzt auch etwas nach 
rückwärts und der Abstand e der Resultierenden von dem lot- 
rechten* Radhalbmesser wird kleiner. Damit nimmt auch der 
Zugwiderstand ab. 

Es fragt sich jetzt, wie sich die Verhältnisse gestalten, 
wenn der Boden vollkommen elastisch ist. Der Kreisbogen, in 
dem die Berührung stattfindet, erstreckt sich jetzt ebenso weit 
nach hinten als nach vorn und es könnte scheinen, als wenn 
die rollende Reibung damit ganz verschwinden müßte. Sie 
wird nun zwar in der Tat viel kleiner als vorher, aber nicht 
ganz zu Null. Beim Drucke des Rades auf den vollkommen 
elastischen Boden findet nämlich nicht nur eine Zusammen- 
drückung in senkrechter Richtung, sondern damit zugleich 
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auch eine Dehnung in der Längsrichtung statt. Infolgedessen 
ist der von dem Bade bei einer Umdrehung auf dem Boden 
zurückgelegte Weg nicht einfach gleich dem Radumfange, 
sondern etwas kleiner. Es muß daher mit dem Rollen an 
einzelnen Stellen zugleich ein geringes Gleiten zwischen Rad- 
umfang und Bodenoberfläche eintreten. Die Erscheinung ist 
ganz ähnlich jener, die dem Praktiker unter dem Namen 
„Schlipf" als Gleiten des Riemens unter dem Einflüsse der 
elastischen Dehnung längs des Scheibenumfangs bei einem 
Riementriebe bekannt ist. Die Resultierende aus den Normal- 
kräften, die längs der , Berührungsfläche übertragen werden, 
und den mit ihnen verbundenen glei- 
tenden Reibungen geht auch jetzt 
wieder in etwas schräger Richtung, 
sodaß ein Abstand e zustande kommt. 
Berücksichtigt man ferner gleich- 
zeitig Zapfenreibung und rollende 
Reibung, so erhält man die in 
Abb. 75 gezeichnete Richtung des 
resultierenden Bodendrucks. Unten Abb. 75. 

hat der Bodendruck den Abstand e 

von dem lotrechten Radhalbmesser und oben berührt er 
den Reibungskreis des Zapfens. Beide Abweichungen von 
der lotrechten Richtung sind im allgemeinen viel kleiner, als 
sie in Abb. 75 gezeichnet wurden; sie beeinflussen sich daher 
auch nicht merklich gegenseitig. Man findet demnach den 
Zugwiderstand im ganzen durch Summierung der in beiden 
Fällen gefundenen Horizontalkomponenten S^ also 

Der als Faktor von Q auftretende Bruch ist hier mit /*" 
bezeichnet und dieser Faktor kann nun zur Berechnung des 
Bewegungswiderstandes H aus der Belastung Q gerade so ver- 
wendet werden, als wenn es sich um eine gewöhnliche gleitende 
Reibung handelte. Es ist nämlich für die Anwendung viel 

bequemer, /"" unmittelbar aus einem Zugversuche mit einem 

17* 
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Wagen auf gegebener Fahrbahn zu ermitteln, als f und e 
gesondert zu bestimmen und daraus /*" zu berechnen. Um 
sich ein Urteil über den Einfluß zu bilden, den verschiedene 
Umstände auf die Größe von /"" äußern, ist es aber natürlich 
nötig, daß man weiß, aus welchen einzelnen Teilen sich /"' 
zusammensetzt. 

Ganz allgemein ist übrigens aus den vorausgehenden 
Betrachtungen klar, daß die rollende Reibung bei absolut 
harten und genau bearbeiteten Berührungsflächen zu Null 
werden müßte und daß man sich dieser Grenze um so mehr 
nähert, je weniger nachgiebig Fahrbahn und Rad sind. Dies 
ist der Grund, weshalb der Zugwiderstand auf einem Eisen- 
bahngleise weit niedriger ist, als auf irgend einem anderen 
Wege. Bei holperigem Pflaster kommt natürlich noch ein 
Grund zur Erhöhung des Zugwiderstandes hinzu, der bisher 
als selbstverständlich noch keine Erwähnung fand. Wenn das 
Wagenrad von einem höher liegenden Steine in eine Lücke 
abfällt, muß es nachher wieder gehoben werden; auch hierbei 
tritt ein Abstand e auf, ähnlich wie bei einer weichen, gleis- 
bildenden Fahrbahn. 

Bis jetzt wurde immer nur von der rollenden Reibung 
bei Wagenrädern gesprochen. Man schiebt aber auch in anderen 
Fällen häufig Walzen oder Kugeln, namentlich solche aus sehr 
hartem Gußstahle, zwischen die Oberflächen von zwei gegen- 
einander gleitenden Körpern, um die gleitende Reibung durch 
die viel kleinere rollende zu ersetzen. Als Koeffizient der 

rollenden Reibung tritt hierbei nur der Faktor -^ auf; die 

Größe von e hängt aber so sehr von dem Material und seiner 
Bearbeitung ab, daß man keine allgemeineren Angaben dar- 
über machen kann. Mehr noch als sonst auf dem Gebiete 
der Reibung ist man in diesen Fällen auf die Anstellung 
von besonderen Versuchen angewiesen, wenn man einen zu- 
verlässigen Aufschluß über die Größe der rollenden Rei- 
bung haben will, auf die man in einem gegebenen Falle zu 
rechnen hat. 
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Auch die gleitende Reibung spielt bei der Bewegung der 
Räderfuhrwerke zuweilen eine wichtige Rolle, namentlich bei den 
Treibrädem der Lokomotive. Wenn ein Eisenbahnzug abfahren 
soll, läßt man Dampf in die Zylinder strömen und dreht damit 
die Treibräder um. Wenn der Zug für die Lokomotive zu schwer 
ist, drehen sich aber nur die Treibräder, ohne daß der Zug von 
der Stelle kommt; die Treibräder gleiten dann auf den Schienen. 
Ein Weiterfahren kann nur eintreten, wenn die gleitende Reibung 
zwischen Treibrädem und Schienen größer ist, als der Zugwider- 
stand. Durch innere Kräfte allein kann sich ein Körper überhaupt 
nicht in Bewegung setzen; die äußere Kraft, die den Eisenbahn- 
zug in Bewegung bringt, ist die gleitende Reibung an den Ura- 
föngen der Treibräder. Ihre Größe ist abhängig von dem Raddrucke. 
Man erkennt daraus, daß die Lokomotive ein gewisses Gewicht 
haben muß, um ihren Zweck zu erfüllen. Um das ganze Gewicht 
der Lokomotive hierfür auszunützen, kuppelt man oft alle ihre 
Räder durch besondere Kuppelstangen miteinander, sodaß sie alle 
als Treibräder dienen. Jenen Teil des Gewichtes einer Lokomotive, 
der von den Treibrädem aufgenommen wird, bezeichnet man als 
ihr Adhäsionsgewicht. Die größte Zugkraft einer Lokomotive ist 
gleich ihrem Adhäsionsgewichte multipliziert mit dem Reibungs- 
koeffizienten zwischen Eisen und Eisen, der etwa zu ^ bis ^ (bei 
geringer relativer Gleitgeschwindigkeit) angenommen werden kann. 



§ 42. Seilreibung. 

Ein Seil oder ein Riemen sei um einen feststehenden 
zylindrischen Körper (etwa um einen Baumstamm) geschlungen. 
Die Spannungen der t T*d T 

beiden freien Seilenden 
seien mit T^ und T^ 
bezeichnet (vgl. Abb. 76). 
Es fragt sich, um wie- 
viel größer T^ sein muß, 
als Tq, wenn gerade 
der Grenzzustand des 
Gleichgewichts erreicht 
sein soll. Dabei wird ^^^- '^^' 

vorausgesetzt, daß der zylindrische Körper selbst unwandelbar 
fest gehalten ist, sodaß er sich unter dem Einflüsse der größeren 
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Kraft Ti nicht zu drehen vermag. Eine Störung des Gleich- 
gewichts ist also nur dadurch möglich, daß das Seil über den 
Jüylinderumfang gleitet. Hierbei muß die gleitende Reibung 
zwischen dem Seile und dem Zylinder überwunden werden. 

Nach irgend einer Stelle des von dem Seile berührten 
Zylinderumfangs sei ein Radius gezogen, der mit dem zum 
Berührungspunkte von T^ gehenden Radius einen Winkel ^ 
einschließt. Die Seilspannung T an der Stelle ^ wird der 
Oröße nach zwischen T^ und T^ liegen. Wenn ^ um rZ^ 
wächst, nimmt auch T um dT zu. Der Unterschied dT ist 
gleich der Reibung, die in dem zu rf^ gehörigen Teile des 

Umfangs übertragen wird. In Abb. 76 b 
ist das Kräftedreieck für die an dem 
T^dT ^ betreffenden Seilelemente angreifenden 
Abb. 76b. g^äfte T, T+dT und D gezeichnet. 

D ist der ganze Druck, der von dem Zylinder auf ^ das Seil- 
element ausgeübt wii'd; im Grenzzustande des Gleichgewichts 
schließt die Richtung von D mit der Normalen, also mit der 
Verlängerung des Radius, den Reibungswinkel ein. Wir zer- 
legen Z) in die Normalkomponente N und in die Reibung, die, 
wie aus Abb. 76 b sofort hervorgeht, gleich dT ist. 

Aus Abb. 76 b folgt femer 

N=Tdt. 

Durch Multiplikation mit dem Reibungskoeffizienten f erhalten 
wir daraus die Reibung, also 

dT=^fTdt- 

Wir formen diese Gleichung so um, daß sie nach T auf- 
gelöst werden kann. Zunächst hat man 

Die linke Seite ist das Differential des natürlichen Loga- 
rithmus von T, die rechte Seite das Differential von fif. Wenn 
beide Differentiale einander gleich sein sollen, können sich 
ihre Stammgrößen nur um eine Konstante voneinander unter- 
scheiden. Wir gehen zu diesen Stammgrößen über, d. h. wir 
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integrieren die Grleichung und erhalten 

lg T=^f4> + C, 

wobei C die vorläufig unbekannte Integrationskonstante bildet. 
Um sie zu bestimmen, beachten wir, daß die Gleichung für 
jeden Wert von t/;, der zwischen und a liegt, göltig bleiben 
muß. Für 1^ « geht aber T in Tq über und man hat daher 

C = lgT,. 

Aus jener Grenzbedingung ist daher C ermittelt und die 
vorhergehende Gleichung nimmt nach Einsetzen des gefundenen 
Wertes die Form an 

-*-o 

Um T selbst als Funktion des Winkels ^ darzustellen, 
gehen wir von dem Logarithmus zur Exponentialfunktion über 
und erhalten 

^- = e/V' oder T = T^ef^f^. 

■'■0 

Diese Gleichung gilt auch noch für ilf = a, also für die 

Ablaufstelle des Seils. Dort nimmt T den Wert T^ an und 

man findet 

T^ = T^ef\ (88) 

Damit ist die gestellte Aufgabe gelöst. Man erkennt, 
daß T^ sehr schnell mit dem umspannten Bogen a wächst. 
Wenn man diesen Bogen groß genug macht, kann man daher 
einer großen Kraft 1\ durch eine sehr kleine Kraft Tq das 
Gleichgewicht halten. Der Reibungskoeffizient f von Seilen 
oder Riemen auf Holz- oder Eisen flächen ist ohnehin ziemlich 
groß. Man nehme ihn etwa gleich 0,5; dann wird e^" für 
a = n, also für eine halbe Umschlingung, rund gleich 5. Für 
eine ganze Umschlingung, also für a = 2:t, wird dann 1\ schon 
gleich 2b Tq und für eine zweimalige Umschlingung wird 
T^ = 625 Tq . Man macht von diesem starken Anwachsen des 
Verhältnisses zwischen den Spannungen beider Seilenden unter 
anderem Gebrauch, um ein landendes Schiff festzuhalten. Wenn 
das zu diesen? Zwecke dienende Seil mehrmals um einen starken 
Pfahl geschlungen wird, vermag ein einzelner Mann, der das 
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Seilende an&Bt, das Abgleiten gegenüber der großen Kraft, 
mit der das Schiff aa dem Seile zieht, zu verhüten. 

Auch bei der Berechnung der Riementriebe macht man 
von Gl. (88) Gebrauch. Hier steht die Riemenscheibe aller- 
dings nicht fest. Das Gleiten des Riemens auf dem Scheiben- 
umfange muß aber ebenfalls verhütet werden. Daher darf T^ 
nicht größer als der in Gl. (88) gegebene Wert werden und 
am eine gewisse Sicherheit gegen das Abgleiten zu haben, 
macht man es etwas kleiner. Zugleich erkennt man, daß beide 
Riementmmme gespannt sein müssen. Die Differenz beider 
ßiemenspannui^en ist die am Seheibenumfange wirkende trei- 
bende Kraft. — Eine andere Anwendung von Gl. (88) ist die 
zur Berechnung der Bandbremsen. Die Differenz T, — T^ 
wirkt hier als verzögernde Kraft am Umfange der Brems- 
scheibe. Bei der Konstruktion der Bandbremse weiß mau, wie 
groß die verzögernde Kraft sein muß; man hat damit eine 
Gleichung für die beiden Unbekannten T^ und T,, und eine 
zweite wird durch Gl. (88) gegeben. Es handelt sich dann 
nur noch darum, den Bremshebel, an dem das eine Ende 
des Bremsbandes oder auch beide Enden (bei der Differential- 
bremse) befestigt sind, so zu konstruieren, daß die Enden 
durch die Bedienungsmannschaft genügend angespannt werden 
können. Die weitere Ausführung dieser Betrachtungen gehört 
der Maschinenlehre an. 

um die lieibung zu steigern, kann man das Seil auch in 
eine Keilnut legen, die am Seheibenumfange angebracht ist. Abb. 77 
deutet dieses im Querschnitte an. Der Normaldruck JV' im vorigen 
Falle' zerlegt sich hier iu zwei Komponenten, die 
sich auf die Seitenflächen der Nut übertragen. 
Je spitzer der Winke! p zwischen den Seiten- 
flächen ist, desto größer wird die numerische 
Summe beider Komponenten gegenüber N und 
in demselben Verlwltnisse wächst auch die Eei- 
Abb. 77. bung. Wenn ß — 60" ist, hat sich die Reibung 

nahezu verdoppelt. Ganz trifft dies nicht zu, weil 
auch die Komponenten, in die N zerlegt wird, den Eeibungs winke! 
mit den Normalen zu den Seitenflächen der Keilnut einschließen. 
Zur Berechnung zerlegt man zunächst eine Kraft N nach diesen 
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beiden Richtungen und ermittelt das Verhältnis der numerischen 
Summe heider Komponenten zu N. In demselben Verhältnisse ist 
dann f zu vergrößern und dieser vergrößerte Wert in Gl. (88) ein- 
zuführen, womit die Aufgabe auf die frühere zurückgeführt ist. 



§ 43. Seüsteifigkeit. 

Ein Seil ist nicht unbedingt biegsam. Der Widerstand 
gegen die Biegung macht sich um so mehr bemerklich, je 
kleiner der Krümmungshalbmesser ist, zu dem das Seil gebogen 
werden soll. Dieser Widerstand kann zum Teil elastischer, 
zum Teil plastischer Art sein. Wenn er ganz elastisch ist, 
hat das Seil stets dasselbe Bestreben, sich wieder gerade zu 
strecken. Wird es auf eine Rolle gebracht, so spreizt es sich, 
an der Auflaufstelle um ebenso viel ab, als an der Ablauf- 
stelle. Es bildet sich an beiden Stellen eine Übergangskurve 
aus, die den allmählichen Übergang vom Krümmungsradius oo 
in der geraden Strecke bis zum Krümmungshalbmesser r der 
Rolle vermittelt. Nach den Lehren der Elastizitätstheorie kann 
die Gestalt der Übergangskurve ohne Schwierigkeit ermittelt 
werden, um eine genauere Berechnung dieser Art handelt es 
sich hier aber nicht, sondern nur um eine ungefähre Ab- 
schätzung darüber, welche Erscheinungen man etwa zu er- 
warten hat. 

Ein Widerstand von plastischer Art wird bei einem ge- 
wöhnlichen Hanfseile nicht eigentlich dadurch hervorgerufen, 
daß das Material im einzelnen plastisch wäre, wie etwa ein 
knetbarer Tonklumpen. Die einzelnen Fasern, aus denen das 
Seil zusammengedreht ist, verschieben sich vielmehr bei einer 
Biegung gegeneinander und dabei sind die Reibungen zwischen 
den Fasern zu überwinden. Diese inneren Reibungen wider- 
setzen sich jeder Änderung der gerade vorhandenen Gestalt 
und insofern bewirken sie, daß sich das Seil im ganzen ähn- 
lich wie ein knetbarer Körper verhält. Wenn der Biegungs- 
widerstand des Seils ausschießlich von plastischer Art ist, muß 
es sich an der Stelle, wo es auf die Rolle aufläuft, immer 
noch abspreizen, sodaß der Krümmungshalbmesser allmählich 
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bis auf r abnimmt. An der Ablaufstelle sucht es dagegen den 
Krümmungshalbmesser r beizubehalten und es entsteht eine 
Übergangskurve von Ä-förmiger Gestalt. Verlängert man die 
Mittellinien der geraden Seilstrecken, so läuft die auf der Auf- 
laufseite außerhalb des^ Kreises vorbei, den die Seilmittellinie 
auf der Rolle bildet, während die auf der Ablaufseite den 
Kreis scl^neidet. 

In Wirklichkeit liegt nun das Verhalten eines Seiles 
zwischen dem rein elastischen und dem rein plastischen. Auf 
jeden Fall wird dann auf der Auflaufseite ein Abspreizen statt- 
finden, da hier beide Ursachen in demselben Sinne wirken. 
Auf der Ablaufseite wirken sie aber im entgegengesetzten 
Sinne, und es hängt nun von den besonderen Eigenschaften 
des Seiles ab, welche von beiden überwiegt. Bei Hanfseilen 
nimmt man häufig an, daß sich beide imgefähr die Wage 
halten, sodaß sich das ablaufende Seil weder abspreizt noch 
der Rolle zuwendet. 

Bei den Berechnungen über die Seilreibung spielt die 
Seilsteifigkeit keine große Rolle. Sie bewirkt nur, daß der 
im vorigen Paragraphen mit a bezeichnete umspannte Bogen 
etwas verkleinert wird. Unter gewöhnlichen Umständen macht 
dies aber nur wenig aus, und gegenüber der Unsicherheit, in 
der man sich ohnehin über die Größe des Reibungskoeffizienten 
f befindet, kommt die kleine Verbesserung, die durch die Be- 
rücksichtigung der Seilsteifigkeit herbeigeführt werden könnte, 
kaum in Betracht. 

Anders ist es aber bei den Seilrollen. Diese sind um einen 
in der Rollenmitte angebrachten Zapfen leicht drehbar befestigt. 
Ohne Berücksichtigung der Seilsteifigkeit und der Zapfenreibung 
erfordert die Gleichgewichtsbedingung, die in Form einer auf 
den Zapfenmittelpunkt bezogenen Momenten gleichung ange- 
schrieben werden kann, daß beide Seilspannungen einander 
gleich sein müssen. In Wirklichkeit muß nun freilich schon 
der Zapfenreibung wegen die Spannung des ablaufenden Seiles 
etwas größer sein, als die des auflaufenden, um eine Drehung 
der Rolle in diesem Sinne hervorzubringen oder sie aufrecht 
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zu erhalten. Das Moment der Zapfenreibnng ist aber nicht 
sehr groß; da der Zapfenhalbmesser viel kleiner zu sein pflegt, 
als der Rollenhalbmesser. Deshalb kann auch die Zapfen- 
reibung allein nur einen geringen Unterschied zwischen den 
Spannungen beider Seilenden herbeiführen und diesem Unter- 
schiede gegenüber kann der Einfluß der Seilsteifigkeit sehr 
ins Gewicht fallen. 

Wie die Seilsteifigkeit hier wirkt, ist aus den voraus- 
gehenden Erörterungen über das Verhalten des Seiles an der 
Auflauf- und an der Ablaufstelle leicht zu erkennen. Sie be- 
dingt eine Vergrößerung des Hebelarmes der Seilspannung auf 
der Auflaufseite, während der Hebelarm auf der Ablaufseite 
je nach dem mehr elastischen oder mehr plastischen Verhalten 
des Seiles entweder weniger vergrößert ist als dort, oder un- 
geändert bleibt oder auch kleiner wird. Jedenfalls ist aber 
der Hebelarm auf der Auflaufsei te größer geworden, als der 
auf der Ablaufseite, falls sich nicht etwa das Seil vollkommen 
elastisch verhalten sollte, was nicht zu erwarten ist. Dem 
größeren Hebelarme entspricht aber eine kleinere Kraft und 
die Seilsteifigkeit bewirkt daher, daß die treibende Kraft größer 
sein muß, als die überwundene. 

Auch die energetische Betrachtung des Vorgangs führt 
übrigens zu dem gleichen Resultate. Zur Biegung des Seiles 
muß eine gewisse Arbeitsmenge aufgewendet werden. Wenn 
die Biegung vollkommen elastisch ist, wird diese nachher 
vollständig zurückgewonnen und die Seilsteifigkeit ist ohne 
Einfiuß. Je mehr sich das Seil plastisch verhält, um so größer 
ist dagegen die verlorene mechanische Energie, und wenn es 
ganz plastisch ist, muß beim Geradestrecken ebenfalls wieder 
Arbeit aufgewendet werden, anstatt daß solche zurückgewonnen 
würde. 

Je größer der Rollenhalbmesser im Vergleiche zur Seil- 
dicke und zum Zapfenhalbmesser ist, um so weniger kann sich 
die Seilsteifigkeit einerseits und die Zapfenreibung andererseits 
bemerklich machen und um so kleiner ist daher der Unter- 
schied zwischen der Spannung des treibenden und des getrie' 
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benen Seilendes. Bei der Anwendung der Seilrollen wünscht 
man diesen Unterschied möglichst klein zu haben. Man ver- 
gleicht daher in einem gegebenen Falle das Verhältnis zwischen 
beiden Kräften mit dem Werte Eins, den es haben müßte, 
wenn sich die Reibung und die Seikteifigkeit ganz vermeiden 
ließen. Dieses Verhältnis wird als das Güteverhältnis oder 
als der Wirkungsgrad der Rolle bezeichet. Wählt man dafür 
den Buchstaben ri, so hat man 

S, = r}So, (89) 

wenn Sq die treibende und S^ die widerstehende Kraft bedeuten. 
Der Wirkungsgrad ri ist demnach ein echter Bruch, der ge- 
wöhnlich nur um einige Hundertel kleiner ist, als Eins. Welche 
Umstände den Wert von rj bedingen, ist vorher näher erörtert 
worden. Die Berechnung von rj auf Grund dieser Betrach- 
tungen ist aber kaum zu empfehlen; es ist viel zuverlässiger, 
wenn man rj unmittelbar durch Versuche bestimmt, die leicht 
anzustellen sind. Natürlich kann man aber nur solche Ver- 
suchswerte verwenden, die unter möglichst gleichen Umständen 
in bezug auf die Größe des Rollenhalbmessers und die Be- 
schaffenheit des Seiles und des Zapfens angestellt wurden. Die 
Aufgabe der Mechanik kann hier nur darin bestehen, auf diese 
Umstände und die Art, wie sie sich geltend machen, hinzu- 
weisen und dadurch den Blick für die richtige Benutzung der 
Versuchsresultate zu schärfen. Eine Aufzählung verschiedener 
Versuchsresultate selbst hätte hier gar keinen Zweck; in dieser 
Hinsicht muß, wie schon in früheren Fällen, auf die Hilfs- 
bücher für den Konstrukteur hingewiesen werden. 

Wenn ein Seil der Reihe nach um mehrere, etwa um n 
Rollen geschlungen ist, wie bei einem Flaschenzuge, hat man 
für die letzte Seilspannung ä^, wie aus der wiederholten An- 
wendung von Gl. (89) hervorgeht. 

Man sieht daraus, daß der Wirkungsgrad mit der Zahl der 
Rollen schnell abnimmt. — Bei einem gewöhnlichen Flaschen- 
zuge trägt die untere Flasche eine Last Q^ die von n Seil- 
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Spannungen aufgenommen wird. Die Gleichgewichtsbedingung 
besteht darin, daß die Summe dieser Seilpannungen gleich Q 
ist. Wird also, wie seither, die Spannung des von der oberen 
Flasche ablaufenden Seiles, von dem aus der Antrieb erfolgt, 
mit Sq bezeichnet, so hat man 

und nach Summierung der Potenzreihe erhält man daraus 

Wenn rj = 1 wäre, hätte man Q^^nS^, und der Wirkungs- 
grad rf des ganzen Flaschenzugs ist daher 

, r^n + l — ly 

^ ^ n{7] — 1) * 

Auf weitere Berechnungen dieser Art soll hier nicht ein- 
gegangen werden. 



H— /? 



§ 44. Die Reibung an der flachgängigen Schraube. 

Ich betrachte zunächst den einfachsten Fall, der durch 
Abb. 78 veranschaulicht ist. Eine Schraube mit •flachem Ge- 
winde von geringem Steigungswinkel I 
bewegt sich in einer Mutter, die im 
Gestelle angebracht ist, und drückt 
einen Körper mit einer Kraft Q zu- 
sammen. Der Antrieb erfolgt durch 
eine senkrecht zur Schraubenachse 
stehende Kraft P, die am Umfange 
eines Handrades vom Halbmesser p 
angreift. 

Wir müssen zunächst auf die 
zwischen der Spindel und der Mutter 
übertragenen Auflagerkräfte achten. 
Von vornherein ist klar, daß der 
achsiale Druck Q ein Anpressen der 
oberen Seiten des Spindelgewindes 
an die nach abwärts gekehrten Abb. 78. 
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Schraubenflächen des Muttergewindes veranlaßt. Ohne Da- 
zwischenkunft der Reibung wäre der Druck normal zur 
Schraubenfläche, also nahezu parallel zur Schraubenachse ge- 
richtet. Wenn die Kraft P nur auf einer Seite des Handrades 
angreift, kommt dann noch ein Auflagerdruck in der Quer- 
richtung hinzu. Dieser ist aber gegenüber dem anderen ver- 
hältnismäßig klein, da Q weit größer ist als jP. Er kann auch 
ganz vermieden werden, wenn man an Stelle von einer Kraft P 
zwei treibende Kräfte an gegenüber liegenden Seiten des Hand- 
rades wirken läßt, sodaß also ein Kräftepaar den Antrieb der 
Schraube übernimmt. Jedenfalls soll auf den im anderen Falle 
entstehenden Querdruck und die durch ihn hervorgerufenen 
Reibungen nicht weiter geachet werden. 

Die Projektion des Normaldrucks N auf die Schrauben- 
achse sei mit N' bezeichnet. Wenn keine Reibungen auftreten, 
hat man 

als Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in der Richtung 
der Schraubpnachse. Nahezu gilt diese Gleichung auch noch, 
wenn Reibungen vorhanden sind. Denn diese fallen in die 
Richtung der Schraubenfläche, stehen also bei einer Schraube 
von geringem Steigungswinkel beinahe senkrecht zur Schrauben- 
achse. Wir wollen uns zunächst mit dieser Annäherung be- 
gnügen; um so mehr können wir dann JV'= 2V setzen, denn 
bei kleinem Neigungswinkel unterscheidet sich eine Strecke 
von ihrer Projektion nur um eine Größe, die von der zweiten 
Ordnung klein ist. Wir bilden jetzt die numerische Summe 
aller Reibungen F, Jedes F ist gleich Nf) und daher wird 

UF^fUN^fQ. 

Nun denke man sich der Schraube eine Bewegung erteilt. 
Die Summe der Arbeitsleistungen aller an ihr wirkenden Kräfte 
muß dabei gleich Null sein. Für die Durchführung der Rech- 
nung ist es am bequemsten, die Schraubenspindel gerade eine 
volle Umdrehung machen zu lassen. Die Arbeit der Kraft P 
(oder eines Kräftepaares vom Momente Pj)) wird hierbei zu 
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P2p7t und positiv^ wenn die Bewegung im Sinne von P er- 
folgt. Wenn die Ganghöhe der Schraube mit h bezeichnet 
wird, ist die Arbeit von Q gleich — Qhy da hier der Weg 
entgegengesetzt gerichtet ist, wie die Kraft. Die Normalkräfte N 
leisten keine Arbeit, da die Bewegung rechtwinklig zu ihrer 
Richtung erfolgt. Die Reibungen F widersetzen sich der Be- 
wegung. Der Weg des Angriffspunktes ist gleich der Länge 
der zugehörigen Schraubenlinie für einen Umgang. Dieser Weg 
ist etwas größer für die mehr nach auswärts liegenden Teile 
der Schraubenfläche, als für die dem Kerne benachbarten. Da 
die Unterschiede nicht groß sind und ohnehin auf eine un- 
gefähr gleichförmige Verteilung von N und daher auch von F 
der Gewindetiefe nach gerechnet werden kann, genügt es, wenn 
wir überall die Länge l eines Umganges der in der Gewinde- 
mitte liegenden Schraubenlinie als Weg des Angriffspunktes 
der Reibungen F in Ansatz bringen. Die Arbeit einer Kraft F 
ist demnach gleich — Fl und die Summe der Reibungsarbeiten 
daher gleich — 12JF oder — IfQ zu setzen. Die Summe aller 
dieser Arbeitsleistungen muß Null sein, und man erhält daher 

P2p7t- Qh- Qlf=0, 
woraus 

P = 0-2^- (90) 

folgt. Wenn die Reibungen ganz vermieden werben könnten, 
hätte man , 

indem man f in Gl. (90) gleich Null setzt. Der Wirkungs- 
grad der Schraube ist hiernach 

Da der Gewindeumfang / gewöhnlich erheblich größer als 
die Ganghöhe h ist, macht auch selbst bei ziemlich kleinem 
Reibungskoeffizienten If ziemlich viel aus gegenüber h und der 
Wirkungsgrad der Schrauben — wenigstens solcher von geringer 
Ganghöhe — ist daher in der Regel gering. 
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Denkt man sich die Sehraube in der umgekekrten Rich- 
tung^ also im Sinne der Kraft Q bewegt, so kehren sich die 
Vorzeichen der Arbeiten von F und Q um, das Vorzeichen 
der Reibungsarbeit bleibt aber negativ, denn die Reibung 
widersetzt sich der Bewegung nach jeder Richtung hin. Die 
Arbeitsgleichung wird daher 

-P2p7C+ Qh- Qlf=0, 

und hieraus folgt für das Aufschrauben 

Wenn If größer ist als ä, wird P negativ, d. h. Q selbst ge- 
nügt nicht, um die Rückwärtsbewegung der Schraube herbei- 
zuführen, sondern es muß noch eine Kraft — P dazu kommen, 
die das Aufschrauben unterstützt. Ein Mechanismus dieser Art, 
bei dem der Nutzwiderstand Q nach Wegfall der treibenden 
Kraft P nicht ausreicht, um einen Rückgang zu veranlassen, 
wird als selbstsperrend bezeichnet. Die Schraube ist selbst- 
sperrend, wenn If mindestens gleich h ist. In diesem Falle 
wird aber der Wirkungsgrad gleich 0,5. Ganz allgemein ist 
übrigens ein Wirkungsgrad von höchstens 0,5 die Bedingung 
für einen selbstsperrenden Mechanismus. Der Grund dafür ist 
leicht einzusehen. Sobald nämlich rj kleiner als 0,5 ist, wird 
der größere Teil der durch die treibende Kraft zugeführten 
Energie zur Überwindung der Reibungen und der kleinere Teil 
zur Überwindung des Nutzwiderstandes verwendet. Sobald nun 
die Bewegung umgekehrt, die überwundene Kraft also zur 
treibenden wird, reicht die von ihr geleistete Arbeit zur 
Deckung des Arbeitsaufwandes für die Reibungen nicht aus, 
und es muß daher noch anderweitig Energie zugeführt werden, 
um die Rückwärtsbewegung zu ermöglichen. 

Auf eineu Bewegungs widerstand ist übrigens bei der vor- 
ausgehenden Betrachtung noch nicht geachtet, der unter Um- 
ständen sehr erheblich werden kann. Es ist dies die Reibung 
zwischen dem unteren Ende der Spindel und dem von der 
Schraube zusammengedrückten Körper. An der Berührungs- 
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stelle wird der erhebliche Druck Q übertragen und daher 
kommen hier auch Reibungen von großem Betrage yor. Um 
ihren Einfluß zunächst möglichst auszuschließen^ war das untere 
Spindelende in Abb. 78 abgerundet gezeichnet, sodaß sich der 
Druck nur auf einer kleinen Fläche übertragen kann. Man 
hat dann nur kleine Wege für die Reibungen, und die geringen 
Arbeiten, die diesen entsprechen, konnten in der Arbeits- 
gleichung unberücksichtigt bleiben. Das ist aber natürlich 
nicht immer so, und bei der Berechnung eines Schrauben- 
mechanismus muß man sorgfältig auf alle Flächen achten, 
zwischen denen sich ein Normaldruck von erheblicher Größe 
übertragen kann. Für jede Druckübertragungsfläche, die hin- 
zukommt, ist noch ein neues Glied in die Arbeitsgleichung 
einzuführen. Es würde zu weit führen, alle Anordnungen, die 
in Frage kommen können, hier im einzelnen durchzusprechen; 
es ist aber auch nicht 
nötig, da die Aufstel- 
lung der Arbeits- 
größen, die in die 
Gleichgewichtsbeding- 
ung einzuführen sind, 
nach den früher dafür 
gegebenen Lehren im- 
mer leicht möglich ist. 

Bei Schrauben von klei- 
ner Ganghöhe, wie sie ge- 
wöhnlich verwendet werden, 
genügt in der Regel die vor- 
ausgehende einfachere Be- 
trachtung. In anderen Fällen 
muß sie aber durch eine ge- 
nauere ersetzt werden, was jetzt geschehen soll. Zur Verdeut- 
lichuiig ist in Abb. 79a ein einzelner Gewindeumlauf und in 
Abb. 79 b eine Abwicklung der zugehörigen mittleren Schrauben- 
linie (in anderem Maßstabe) gezeichnet. Der Steigungswinkel, 
der mit a bezeichnet ist, kann jetzt eine beliebige Größe 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 18 




Abb. 79 a. 
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(zwischen und einem Rechten) haben. Wir dürfen jetzt 
nicht mehr die Projektion N' von N auf die Achse gleich N 
und die Projektion F' von F gleich Null annehmen. VieU 
mehr hat man 

N' '^ N cos a; F' = F sin a == Nf sin a . 

Die Pfeüe von N und F sind so in die Figur eingetragen, 
wie sie den Kräften von der Mutter her auf die Spindel ent- 
sprechen; dabei ist F so gerichtet, daß es sich dem Ein- 
schrauben widersetzt, wie aus dem Vergleiche von Abb. 79 mit 
Abb. 78 leicht zu erkennen ist. Die Bedingungsgleichung für 
das Gleichgewicht der an der Spindel wirkenden Kräfte gegen 
Verschieben in der Richtung der Achse lautet jetzt 

Q + HF'- uir^o 

oder nach Einsetzen der Werte von F' und N' 

Q + fsm aZN- cos alJN^O. 
Hieraus folgt 

UN=^ V^ — und ZF=fZN %-. 

cos a — /^ sm a ' cos a — /^ sm a 

Unter ZF ist hier wieder die numerische Summe der Reibungen, 
also die Summe ohne Berücksichtigung der Richtungen ver- 
standen. Die Arbeitsgleichung für das Einschrauben um einen 
Umlauf lautet jetzt 

P2pjt ^Qh + % . l. 

^ ^ cos « — f sin a 

Daraus folgt für das zum Einschrauben erforderliche Moment Vp 

p ^Äcosa — 'hf^v[^.a-\-fl 

^ ^ 2 TT (cos a — f sin a) 

Man kann diese Gleichung auf eine einfachere Form bringen, 
wenn man ä und l im mittleren Halbmesser r des Gewindes 
(gerechnet von der Schraubenachse bis zur Gewindemitte) aus- 

drückt. Man hat nämlich h '^ 27tr ts a und Z= Setzt 

° cos a 

man dies ein, kürzt mit 2;r und dividiert Zähler und Nenner 
mit cos a, so geht die Gleichung über in 

Pp=Qr-^JftJ-. (92) 
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Auch dies wird noch yereihfacht^ wenn man an Stelle djes 
Reibungskoeffizienten f den Beibungswinkel (p mit Hilfe der 
Beziehung /* « tg 9 einführt. Nach der Formel für die Tan- 
gente einer Winkelsumme wird 

Pi)=(2rtg(a + 9). (93) 

Mit 9 = gilt die Gleichung für den Fall, daß kein 
Arbeitsverlust durch Reibungen vorkommt. Der Wirkungs- 
grad der Schraube mit flachem Gewinde wird daher nach der 
genaueren Berechnung 

Die zum Einschrauben erforderliche Kraft P er- 
höht sich infolge der Reibungen um soviel, als wenn 
der Steigungswinkel a der Schraube um den Reibungs- 
winkel 9 vergrößert wäre. 

Bei größerem Steigungswinkel kann die Schraube auch 
durch die achsiale Kraft Q angetrieben werden, sodaß das Mo- 
ment Pp durch sie überwunden wird. Für diesen Fall kehrt 
sich der Pfeil der Reibung F in Abb. 79 um. Man hat dann 
als Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in der Rich- 
tung der Achse 

Q — f^m aEN — cos aZN = 

und erhält daraus 

ZN=^ ^-^r-.— und ZF^ ^^ 



cos a 4" f^^^ ^ ^^8 " H" f^^^ ^ 

Damit wird die Arbeitsgleichung für eine Umdrehung der 
Spindel 

Qh^ F2p% + JC ' ■ ^ 

^ X' «, cosa-f-^sina ' 

woraus durch Auflösen folgt 

^ ^ h cos u -{- hf sm a — fl 

Die Umrechnung von h und l auf r liefert 

Q ^ PPJtLOßJ. . (95) 

^ r(tga-/-) ^ ^ 

18* 
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Führt man noch den Reibungswinkel tp ein, so wird daraus 

<2=^cotg(a-g,). (96) 

Damit der Antrieb durch Q überhaupt möglich 
Bei, muß der Steigungswinkel a größer als der Rei- 
bungswinkel 9 sein. Der Wirkungsgrad der Schraube bei 
diesem Antriebe ist 

tg(a — 9) 



r}^ 



igcc 



(97) 



Auch bei dieser Betrachtung ist vorausgesetzt, daß andere 
Reibungen, als die im Gewinde, nicht berücksichtigt zu werden 
brauchen. Kommen solche vor, so sind entsprechende Glieder 
in die Arbeitsgleichung einzuführen. 



§ 45. Die Beibung an der soharfgängigen Schraube. 

Der Gewindequerschnitt sei ein gleichschenkliges Dreieck, 
dessen Ebene überall durch die Schraubenachse geht. Die 

Schenkellänge sei mit s und die Höhe des 
Dreiecks, also die Gewindetiefe, mit t be- 
zeichnet (vgl. Abb. 80). Zuerst sei wieder 
angenommen, daß der Steigungswinkel der 
Schraube klein ist und daß die sich hieraus 
ergebenden Vernachlässigungen als zulässig 
angesehen werden können. Die Projektion N' 
von N auf die Achse folgt dann aus der 
Proportion 




Abb. 80. 



^ = -, also N'=N- 
N ,s' s 



Als Komponentengleichung für die Richtung der Schrauben- 
achse erhält man 



s 



8 



ZN' = ^ und hieraus ZN = t ^; also ZF =^ ^ Qf. 

t , t 

Die Arbeitsgleichung lautet jetzt 
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woraus P folgt. Der Wirkungsgrad ist 

h 



V 



8 



h + jfl 



(98) 



8 



Er ist unter sonst gleichen Umständen wegen des Faktors -r- 

im zweiten Gliede des Nenners kleiner als bei der flach^ngigen 
Schraube. Dies ist der Grund ^ weshalb man bei Bewegungs- 
achrauben das flache Gewinde bevorzugt. Bei Befestigungs- 
schrauben ist aber ein möglichst großer Einfluß der Reibungen 
gerade erwünscht. Dazu kommt noch; daß der dreieckige Ge- 
windequerschnitt hei gleicher Ganghöhe und gleicher Gangtiefe 
eine größere Festigkeit des Gewindes zur Folge hat^ als der 
quadratische oder rechteckige. Aus beiden Gründen wählt man 
für Befestigungsschrauben fast stets das scharfe Gewinde. 

Die genauere Rechnung fuhrt zu etwas verwickeiteren Formeln. 
In Abb. 81 sei 8S ein kleines Stück der mittleren Schraubenlinie, 
Q der Gewindequerschnitt, der aber jetzt recht- 
winklig zu S gezogen sein möge, und ^ die [ 
Richtung der Normalen. Die Richtungen von N^ 
Qy S stehen rechtwinklig zueinander. Der Winkel 
von N mit der Schraubenachse sei mit y be- 
zeichnet. S bildet mit der Schraubenachse den 



7C 



Winkel ^ — a, wenn cc der Steigungswinkel der 

Schraubenlinie ist. Dieser Winkel kann ebenso 
wie der Winkel ßy den die Gewindeseite Q mit 
der Schraubenachse einschließt, als gegeben an- 
gesehen werden. Nach einem bekannten Satze 
der Stereometrie (oder der analytischen Geometrie 
des Raumes) ist 

cos^y -l- cos^/3 -|- cos*f-r — a) = 1, 

und hieraus folgt 

cos y = Ycos^ a — cos^ j3 . 

Demnach ist die Achsenprojektion N' von N 




Abb. 81. 



JV^'-iV^l/cos^a-cos'^/^. 
Für die Projektion JP' von F findet man, wie früher, 

-F' = .F sin a ==» Nf sin a . 



n 
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Die Komponentengleichung fttr die Adisenrichtong lautet 



Q + f sin aZN --Ycos^ a-- cos^ ßüN^O . 



Darans folgt 



2N^ 



Q 



und 



2F 



yco8* a — COB* ß — /'sin a 

_ Qf 

Ycos* a — cos* p — f Bin cc 
Die Arbeitsgleichung geht hiermit über in 

Qfl 



P2pn — ÖÄ + 



l^cos* a — cos* I? — /"sin a 



woraus das Verhältnis von P und Q sowie der Wirkungsgrad genau 
wie früher gefunden werden können. 



Aufgaben. 

25» Aufgabe. Auf zwei schiefen Ebenen A und B (Abb. 82a) 
ruhen die Gewichte P tmd §, die dwrch ein Seü verbunden sind, das 
über die feste Bolle C geht. Wie groß oder wie klein darf Q gerade 
noch sein, ohne daß eine Störung des Gleichgemchts eintritt, wenn P, 
der Beibungshoeffizient tmd alle Winkel in der Figur gegeben sind? 




P ' 



«. L 



Abb. 88 a. 



Abb. 88 b. 



Lösung. Der Wirkungsgrad der Bolle weicht nicht viel von 
der Einheit ab. Im Vergleiche zu den betrachtlichen gleitenden 
Beibungen der Gewichte P und Q auf den schiefen Ebenen kann 
daher der Bewegungswiderstand der Bolle in erster Annäherung 



Anfgaben. 
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vernachlässigt werden. Die Seilspannungen S und 8^ sind also als 
gleich zu betrachten. Um den größten Wert von Q zu finden, der 
mit dem Glidichgewichte noch verträglich ist, trage man an die 
Normalen der schiefen Ebenen den Reibungswinkel q> nach jenen 
Richtungen hin an, wie es in der Abbildung geschehen ist. Der 
bei P . in dieser Richtung übertragene Auflagerdruck D muß im 
Gleichgewichte mit dem Gewichte von P und der Seilspannung 8 
stehen. Man zeichnet ein Kräftedreieck für diese drei Kräfte (vgl. 
Abb. 82 b), findet daraus Sy macht S' ebenso groß und reiht Q 
und D' daran. Damit erhält man Qmax- Der kleinste Wert von Q 
wird erhalten, wenn man die Reibungswinkel nach den entgegen- 
gesetzten Seiten von den Normalen aus abträgt und für die so 
bestimmten Richtungen von D und D' die Konstruktion in Abb. 82b 
wiederholt. — Wenn es nötig ist, kann man übrigens auch den 
Wirkungsgrad der Rolle, der ebenfalls gegeben sein muß, leicht 
berücksichtigen. Anstatt S' gleich 8 in Abb. 82 b zu machen, muß 
man 5' = S : i? eintragen, um den größten Wert von Q zu finden. 
Bei der Wiederholung der Konstruktion zur Ermittelung des kleinsten 
Wertes von Q ist S' = 8 - ri zu setzen. 

Auch die rechnerische Behandlung der Aufgabe macht an und 
für sich gar keine Schwierigkeiten. Man muß dann nur alle vor- 
konamenden Kräfte durch Multiplikation mit den betreffenden Winkel- 
funktionen in ihre horizontalen und vertikalen Komponenten zer- 
legen und jedes Kräftedreieck durch Anschreiben von zwei Kompo- 
nentengleichungen ersetzen, die hierauf nach den Unbekannten auf- 
gelöst werden können. Die Durchführung der Rechnung erfordert 
aber erheblich mehr Zeit und Mühe, als die Zeichnung. 

26. Aufgabe, Unter welchen Umständen bleibt eine auf den 
rauhen Fußboden gestellte und auf einer Seite belastete Bockleiter 
(Abb. 83) im Gleichgewichte ? 

Lösung, Die beiden Leiter- 
arme sind oben drehbar miteinander 
befestigt. Der unbelastete Leiterarm 
kann als gewichtslos angesehen wer- 
den; der an seinem unteren Ende auf 
ihn Übertragene Auflagerdruck muß 
daher den Reibungskreis des oberen 
Zapfens berühren. Da aber dieser 
Kreis sehr klein ist gegenüber der 
Länge der Leiter, fällt der Auflager- 
druck genau genug mit der Richtung 

des unbelasteten Leiterarmes zusammen. Wenn der Winkel ip, den 
diese Richtung mit der Normalen zum Fußboden bildet, den Rei- 




Abb. 8S. 
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bungswinkel 9? nicht überschreitet, besteht Gleichgewicht, sonst tritt 
ein Abrutschen ein. — Verbindet man die Leiterarme unten durch 
eine Schnur, um das Abrutschen zu verhüten, so ist das Gleich- 
gewicht natürlich für jeden Wert des Reibungswinkels und des 
Winkels if; gesichert. Die Spannung der Schnur, die erforderlich 
ist, um das Gleichgewicht aufrecht zu erhalten, kann ebenfalls 
leicht ermittelt werden. 

27, Aufgabe, Wie groß darf höchstens der Winkel sein, den 
die beiden Seitenflächen eines Keils miteinander bilden, wenn der 
Keü selbstsperrend sein soll, sodaß er nämlich durch keinen senk- 
recht zur Mittelebene auf die Widerlagsbacken ausgeübten Druck 
herausgetrieben werden kann? 

Lösung. Die Normale zu einer Seitenfläche darf nicht um 
mehr als um den Reibungswinkel g) von der Normalen zur Mittel- 
ebene abweichen. Daraus folgt, daß der Winkel zwischen den Keil- 
seiten höchstens 2 g? betragen darf. — Bei diesem Resultate ist es 
übrigens unwesentlich, daß der Körper, der festgeklemmt werden 
soll, gerade ein Keil ist. Auch eine Stange, etwa ein Spazier- 
stock, kann zwischen ?wei Seitenwände in einem Zimmer von schief- 
winkligem Grundrisse festgeklemmt werden, wenn der Winkel 
zwischen beiden Wänden kleiner als 2 g) ist. Zwischen zwei recht- 
winklig zueinander stehenden Wänden ist dies nicht möglich, da 
der Reibungswinkel auch bei den rauhesten Oberflächen nicht bis 
auf 45® ansteigt. 

28. Aufgabe. Um wieviel können sich die durch die punk- 
tierten Zugstangen auf den in Abb. 84 gezeichneten gleicharmigen 

Hebel übertragenen Kräfte von- 
: I i einander unterscheiden, ohne 

daß eine Störung des Gleich- 
gewichtes eintritt? 

Lösung. Im Grenzzustande 
des Gleichgewichtes seien P 
und Q die auf die Endzapfen 
des Hebels übertragenen Kräfte 
und es sei P > § . Der Auf- 
lagerdruck im Mittelzapfen ist 
dann gleich P-f- §. Alle drei 
Kräfte berühren die Reibungs- 
kreise ihrer Zapfen. Wenn die größere Kraft P am linken Ende 
des Hebels wirkt, berührt die Richtungslinie von P den zugehörigen 
Reibungskreis an der rechten Seite. Auch die Richtungslinie von Q 
berührt den Reibungskreis rechts und die Richtungslinie von P + ^ 




Abb. 84. 
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im Mittelzapfen berührt den Beibungskreis links. Man erkennt dies, 
wenn man darauf achtet, in welchem Sinne die Drehung bei einer 
Störung des Gleichgewichts erfolgt. Nun schreibe man eine Mo- 
mentengleichung an für einen Momentenpunkt, der auf der Eich- 
tungslinie des Auf lagerdruckes P + ^ am Mittelzapfen liegt. Der 
Hebelarm von P ist j? — /^(^ + r) und der von Q ist jp + f{r + t) ; 
die Momenten gleichung lautet also 

P{p - r(r + r')) = §(j> + rCr + r')). 
Baraus folgt 

i(p-e )_ r(r+o 

i(P+Ö) P 

Ohne Keibung wäre P= Q. Der Bruch auf der rechten Seite 
gibt demnach an, um wieviel sich jede von beiden Kräften wegen 
der Eeibung von ihrem Durchschnittswerte im Verhältnisse zu diesem 
Durchschnittswerte unterscheiden kann, ehe das Gleichgewicht ge- 
stört wird. — Zu genauen Abwägungen wäre ein mit Zapfen nach 
Abb. 84 konstruierter Hebel natürlich nicht zu brauchen. Bei Wagen 
muß man die Zapfen durch Schneiden aus hartem Stahle ersetzen, 
sodaß nur die in diesem Falle sehr geringfügige rollende Reibung 
ins Spiel kommt. 

^9. Aufgabe. Durch einen Eiementrieb soll auf eine Biemen- 
Scheibe eine ümfangskraft ZF oder T^ — Tq von 100 leg übertragen 
werden. Wie groß müssen 2\ und Tq sein, wenn der Kiemen die 
Scheibe auf dem halben Umfange umschlingt und wenn der Reibungs- 
koeffizient mit 0,3 in Ansatz gebracht wird, wobei schon eine gewisse 
Sicherheit gegen Abgleiten gegeben ist? 

Lösung. Nach Gl. (85) hat man hier 

Tj = To6Ö'3/t _ ToeO»942 = 2,565 Tq. 

Andererseits ist nach den Bedingungen der Aufgabe 

Ti - 3'o = 100 kg. 
Durch Auflösung beider Gleichungen folgt 

To=64kg; Ji=164kg. 

30, Aufgabe. Über einen feststehenden Zylinder A (Abb. 85) 
ist ein Seil geschlungen, an dessen Enden der Balken B aufgehängt 
ist. Der Balken trägt eine Last Q, in die das Eigengewicht des 
Balkens schon mit eingerechnet ist. Wie groß darf der Abstand q 
von Q bis zur Mitte höchstens werden, ohne daß das Seil zu gleiten 
anfängt ? 
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Lösung, Für die Seilspannungen S^ und S^ erh&lt man nach 
dem Momentensatze 

Die Grenze des Gleichgewichts ist er- 
reicht, wenn 

S^^ S^e^^ oder r + g = (r— 3)6-^'' 

wird. Daraus folgt für den Wert von 
g, der nicht überschritten werden darf, 

^ = r • 




,/Ä 



+ 1 



31, Aufgabe, Eine Schrauben- 
winde (Abb, 86; das Gestell ist wecf- 
gelassen) besteht aus einem Schnecken- 
Abb. 85. rade mit Schnecke. Auf der Schnecken- 

radwelle sitzt eine Seiltrommel, an der 
die Last Q in die Höhe gezogen wird und auf der Schneckenwelle 
eine Kurbel, von der der Antrieb erfolgt. Man soll den Amdruck 
für den Wirkungsgrad der Vorrichtung aufstellen. 

Lösung. Die in die Richtung der Schneckenwelle fallende 
Komponente des Zahndrucks zwischen Schneckenrad und Schnecke 

p ^p sei mit Z bezeichnet. 

^ ^ Dann hat man für 

das Rad die Gleich- 
gewichtsbedingung 

ZB^Q(q'+rr). 

Hier ist q gleich 
dem Halbmesser der 
Windetrommel plus 
der halben Seildicke 
(diese beiden zusam- 
men seien q) plus 
dem Maße des Ab- 
spreizens des Seiles. 
Mit r ist der Zapfen- 
radius und mit f 
der Zapfenreibungs- 
koeffizient bezeichnet. Für die Schraube hat man 




Abb. 86. 



P2p7t =^Zh + Zfl + Zfu. 
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Hier ist wie früher Ä die Ganghöhe und Z die LUnge eines mitt- 
leren Gewindeumlaufs. Das letzte Glied auf der rechten Seite gibt 
die zur Überwindung der Beibung zwischen dem Gestelle und der 
Sitzfläche der Schneckenwelle erforderliche Arbeit an. Die Schnecken- 
welle muß nämlich so gestützt werden, daß sie gegen ein Ver- 
schieben nach links hin durch den Zahndruck Z gesichert ist. Sie 
überträgt hier den erheblichen Druck Z und der mittlere Wert des 
Umfangs der Druckfläche ist mit w bezeichnet. . — Die Elimination 
von Z aus beiden Gleichungen liefert 

P2pjr B. 



« = 



Ä + /7 + /^t* g+rr 



Setzt man die Keibungskoeffizienten gleich Null und (l "^ q,^ so 

erhält man 

^ P22)3r B, 

Das Verhältnis zwischen Q und Q^ gibt den Wirkungsgrad an, also 

h q 

Für die beiden Faktoren, aus denen sich ri zusammensetzt, 
kann man besondere Bezeichnungen einführen. Setzt man 

so wird iji der Wirkungsgrad der Schraube und ri^ der Wirkimgs- 
grad des Wellrades genannt. Eine solche Darstellung des gesamten 
Wirkungsgrades als ein Produkt der Wirkungsgrade der einzelnen 
Teile, aus denen sich eine Vorrichtung zusammensetzt, in der Form 

ist sehr gebräuchlich und nützlich, weil dadurch der Einfluß jedes 
Teiles auf den ganzen Erfolg übersichtlich zur Anschauung ge- 
bracht wird. 

32. Aufgabe, Eine homogene Kugel wird auf eine schiefe 
Ebene aufgesetzt X-^^^- S7) und dann losgelassen, Sie wird nach 
abwärts rollen. Man soll untersu^chen, ob sie nur rollt oder ob sie 
auch gleitet. 

Lösung, Wenn die Kugel rollen soll, muß sie neben der fort- 
schreitenden Bewegung des Schwerpunktes parallel zur schiefen 
Ebene eine Drehung um die Schwerpunktsachse annehmen. Be- 
zeichnet V in irgend einem Augenblicke die Geschwindigkeit des 
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Schwerpunktes und u die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, so 
muß, damit sie rollt, 

du dv 



ur ^=^ V und daher auch r-jr^ = -r^ 

dt dt 



du 



sein. Zur Hervorbringung der Winkelbeschleunigung -jr- . ist ein 

Moment M der äußeren Kräfte in bezug auf den Schwerpunkt 
nötig, das nach Gl. (81) 



M^ & 



du 
dt 



ist. Wir berechnen zunächst das Trägheitsmoment S der Kugel 
für einen Durchmesser. Für drei zueinander senkrechte Durch- 
messer sind die Trägheitsmomente gleich 
und ihre Summe 3 S ist nach dem Pj- 
thagoräischen Lehrsatze doppelt so groß 
als die Summe aller Massenelemente 
multipliziert mit dem Quadrate der Ab- 
stände vom Kugelmittelpunkte. !Man 
denke sich eine Kugelschale vom Halb- 
messer X und der Dicke dx. Wenn m 
die Masse der ganzen Kugel ist, kommt 
davon auf die Kugelschale die Masse 




Abb. 87. 



, 4:7cx^dx Sx^dx 
(im = m • . - «- - = w* ^ — 



Der Beitrag der Kugelschale zu -^S wird daraus durch Multipli- 
kation mit x^ gefunden. Daher ist 



& 



-^P 



dx 



2mf 



.2 



5 



Setzt man diesen Wert ein, so wird das zur Hervorbringung der 
Winkelbeschleunigimg erforderliche Moment 



M = 



2wr* du 
5 * dt 



Das Gewicht Q der Kugel und der Normaldruck N der schiefen 
Ebene gehen durch den Schwerpunkt und haben daher kein Moment. 
Das Moment M ist daher nur das Moment der gleitenden Eei- 
bung F an der Berührungsstelle. Da der Hebelarm von F gleich r 
ist, hat man 



F = 



2mr du 
b l^t 
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Der Normaldruck N muß gleich der Projektion des Gewichtes Q 
auf die Eichtungslinie von N sein, weil sich der Schwerpunkt in 
der Bichtung der Normalen nicht verschieben kann. Daraus folgt 
N =^ Q cos cc. Bildet man dagegen die Komponentensumme in der 
Bichtung parallel zur schiefen Ebene, so muß sie nach dem Satze 

von der Bewegung des Schwerpunktes gleich »w^ sein; also 

/l • TP ^^ 

Q sm a — F =^ ''^'Ji ' 

Wir bilden jetzt das Verhältnis zwischen F und N^ wobei der 
Wert von Q aus der letzten und der von F aus der vorhergehen- 
den Gleichung zu entnehmen ist: 

2mr du 



F 6 dt 



^ , ßmr du , dv\ 

cotg a I -— TT + w -, ^ I 

* \ 6 dt^ dt) 

Wenn nur Bollen und kein Gleiten entstehen soll, muß aber die 
vorher aufgestellte Gleichung 

du dv 
''^iLt^di 

erfüllt sein. Setzen wir dies in die vorhergehende Gleichung ein, 
so wird -p , 

Dieses Verhältnis darf den Eeibungskoeffizienten f der gleitenden 
Eeibung nicht übersteigen. So lange die Neigung der schiefen 
Ebene klein ist, wird daher die Kugel nur rollen, ohne zu gleiten. 
Sobald sie aber so steil geworden ist, daß 

tg « > 1/ 

wird, gleitet sie. Für f = \ müßte also der Neigungswinkel größer 
als 45^ sein, um ein Gleiten neben dem Bollen zu ermöglichen. 

33. Aufgabe. Em Eisenhahnfahrzeug ruhe mit vier Bädern, 
die aUe gleichmäßig belastet sein nU>gen, auf den Schienen. An irgend 
eiMer Stelle greife quer zur Längsrichtu/ng eme horizontale Kraft F 
an. Läßt man die Kraft alhnählich an Größe ztmehmen^ so wird 
schließlich, wegen des Spielraumes zwischen Badflantschen und Schie- 
neny eine mit Gleiten der Bäder auf den Schienen verbundene geringe 
Verschiebung u/nd Drehung des Fahrzeugs eintreten. Um welches 
Momentanzentrum erfolgt diese Bewegung und wie groß muß P 
werden, damit sie eintreten kann? 
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Lösung. Wenn die Kraft P ziemlich hoch über der Schienen- 
oberkante angreift^ bringt sie auch eine merkliche Änderung in deii 
Raddrücken hervor. Diese ließe sich zwar auch berücksichtigen, 
der Einfachheit wegen soll jedoch hier davon abgesehen werden. 

In Abb. 88 ist der Wagenkasten im Grundriß durch ein Recht- 
eck dargestellt. AB ist die Längsachse des Wagens und zugleich 
die Achse des Schienengleises. Die Punkte 1, 2, 3, 4 seien die Auf- 
lagerpunkte der Räder auf den Schienen. Der Symmetrie wegen 
wird das Momentanzentrum der bei einer Störung des Gleichgewichtes 
eintretenden ebenen Bewegung des Wagens jedenfalls auf der Sym- 
metrieachse J.^ liegen. 

Man nehme zunächst versuchsweise irgend einen Punkt auf 
AB dl^ Momentanzentrum an. An der Grenze des Gleichgewichtes 
sind die gleitenden Reibungen F^^ F^ u. s. f, da die Radbelastungen 
als gleich angenommen wurden, auch unter sich gleich und jede 



^ 






Abb. 88. 

von ihnen ist gleich Nf^ wenn N die Radbelastung und f den 
Koeffizienten der gleitenden Reibung angibt. Die Richtung der 
Reibung Fy^ ist der Drehbewegung um das Momentanzentrum, an 
deren Grenze wir stehen, entgegengesetzt gerichtet, steht also senk- 
recht zu der von nach 1 gezogenen "Verbindungslinie; ebenso ist 
JPg senkrecht zu 02 u. s. f. 

Nun müssen an der Grenze des Gleichgewichtes die vier Rei- 
bungen F mit der in die Höhe der Schienenoberkante verlegten Kraft 
P im Gleichgewichte stehen. Die Reibungen F^ und F^ lassen sich 
zur Resultierenden i^^, ebenso F^ und F^ zu i?^ vereinigen. Dann 
kann man noch die Resultierende aus B^ und B^ bilden. Fällt 
deren Richtungslinie mit der gegebenen Richtungslinie von P zu- 
sammen, so zeigt dies, daß man bei der willkürlichen Wahl von 
zufällig die richtige Lage getroffen hat. Im allgemeinen wird aber 
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diese Probe nicht stimmen. Man wählt dann einen anderen Punkt 
0, führt für diesen die Kräftezusammensetzung von neuem aus und 
wiederholt das Verfahren so lange, bis man genau genug die rich- 
tige Lage von gefunden hat. Dies läBt sich leicht und schnell 
bewerkstelligen. Nachdem die Lage von gefunden ist, ergibt 
sich auch die Größe, die die E[raft P überschreiten mufi, damit 
Gleiten eintritt; sie ist ebenso groß wie die Eesultierende der JP. 
Anmerkung. Läßt man die vereinfachenden Annahmen, von 
denen wir ausgingen (Gleichheit des Baddruckes u. s. f.) fallen, oder 
ruht der Wagen auf 6 oder 8 Rädern mit gegebenen Radlasten 
u. s. f., so kommt man auf dem angegebenen Wege ebenfalls noch 
verhältnismäßig leicht zum Ziele. Verlangt man dagegen, daß ein 
Probieren bei der Lösung vermieden werden soll, so kommt man 
auf sehr verwickelte Rechnungen, die sich praktisch kaum durch- 
führen lassen. Schon bei dem einfachen Beispiele der Aufgabe 
wird man bei rechnerischer Formulierung der für die Lage von O 
angegebenen Bedingung auf eine Gleichung dritten Grades geführt j 
in anderen Fällen ist die Bedingungsgleichung von noch viel höherem 
Grade. Daher kann nur die vorher angegebene Löisung mit Pro- 
bieren für den praktischen Gebrauch empfohlen werden. — Wie in 
der Doktorarbeit des Herrn Übelacker (abgedruckt im Organ für 
die Fortschritte des Eisenbahnwesens, 1903) gezeigt wurde, ist die 
Lösung der Aufgabe von Bedeutung für die Theorie der Bewe- 
gung von Lokomotiven in Gleiskrümmungen. 



Sechster Abschnitt. 
Elastizität und Festigkeit 



§ 46. MastiBitätsgracL. J, 

Nicht immer genügt es, einen festen Körper als starr .zu 
betrachten. Sehr häufig ist man genötigt, auf die kleinen 
Formänderungen zu g,chten^ di^ durch den Än<^rifF äußerer 
Kräfte hervorgerufen werden, z. B. immei^ dann, we^ mwi die 
als Formänderungsarbeit^ in dem Körper aufgespeicherte Energie 
in Berücksichtigung Ziehen muß. Weim "auch der Weg, den 
der AngriflFspunkt ein^r den Körper deformierenden Kraft zu- 
[ ^ rücklegt, gewöhnlich nur' klein ist, so ist dafür die Kraft, die 

zu dieser Gestaltänderung aufgewendet werden muß, in der 
Begel groß, und das Produkt aus beiden Faktoren erlangt- 
daher einen Wert, der nicht vernädilässigt werden darf. '^> 

Wenn die Formänderungsarbeit ümjkelirbar im Körper auf- 
gespeichert is^ sodaß man sie beim vollständigen Rückgänge^ 
der Gestaltänderung vollständig wieder als mechanische Energie 
zurückgewinnen kanji, wird die Formänderung als eine voll- 
kommen elastische bezeichnet. Auch der Körper selbst heißt 
vollkommen elastisch, wenn er unter gewöhnlichen Umständen 
n.ur vollkommen elastische Formänderungen erfährt. Kein 
Körper bleibt mdessen unter allen Umständen vollkommen 
' elastisch. Sobald di^ Kräfte, die an ihm wirken, ein g^isses 
Maß überschreiten, wij-d weaer die Gestaljänderung riacn^Ent- 
. - femung der Kräfte wieder rückgängig, noch läßt sich die 

Formänderungsarbeit vollständig zurückgewinnen. Die Grenze, 
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yma als Elastizitätsgrenze bezeichnet. Freilich ist diese Grenze 
dadurch nicht bestimoit gekennzeichnet; es hängt vielmehr von 
der Feiaheit der Mittel ab, mit denen wir das Verhalten eines 
Körpers untersuchen, wel^h^ Abweichungen vom vollkommen 




{ 



/. 



die Elastizitätsgrenze rücken. , Für die Mechanik e ntsteht a ber 
,^. ' f ^hieraus keine Schwierigkeit.'^DO 'wie früher in erster An- 
näherung ein fester Körper als materieller Punkt und in zweiter 
Annäherung als starrer Körper betrachtet wurde, können wir 
ihn jetzt in dritter Annäherung als vollkommen elastisch be- 
trachten, während es einer vierten Stufe der Untersuchung 
vorbehalten bleiben kaain, die Abweichungen von der voll- 
kommenen Elastizität zu untersuchen. Jede dieser Stufen gibt 
uns innerhalb gewisser Grenzen vollständig befriedigenden Auf- 
schluß über das wirkliche Verhalten von Naturkörpern; wir 
dürfen nur bei der Anwendung dieser Lehren niemals die 
Grenzen außer acht lassen, die ihrer Gültigkeit gezogen sind. 
Die Mechanik des vollkommen elastischen Körpers kann dem- 
nach unbekümmert darum, ob es wirklich in aller Strenge 
vollkommen elastische Körper in der Natur gibt, selbständig 
durchgeführt werden, indem wir es einer gesonderten Erwägimg 
überlassen, ob die Voraussetzungen, von denen sie ausgeht, in 
einem gegebenen Falle hinreichend genau zutrefifen. Dabei 
kann indessen sofort bemerkt werden, daß fast alle festen 
Körper, sofern sie nicht ein ganz ausgesprochen plastisches 
Verhalten aufweisen, bei hinlänglich kleinen Kräften und Form- 
änderungen gewöhnlich genau genug als vollkommen elastisch 
betrachtet werden können. 

Unter dem Elastizitätsgrade eines unvollkommen elastischen 
Körpers versteht man das Verhältnis zwischen der umkehrbar 
aufgespeicherten Formänderungsarbeit zu der ganzen Arbeit, 
die man zur Herbeiführung dieser Formänderung aufwenden 
mußte. Ein vollkommen plastischer Körper hat demnach den 
Elastizitätsgrad Null, ein vollkommen elastischer den Elasti- 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 19 
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zitätsgrad Eins. Um den Elastizitätsgrad durch den Versuch 
zu bestimmen, pflegte man früher Kugeln aus den Stoffen, die 
man untersuchen wollte, herzustellen und diese aus einer ge- 
wissen Höhe auf eine schwere horizontal aufgelagerte Eisen- 
platte herabfallen zu lassen. Man beobachtete, um wieviel 
sie wieder in die Höhe sprangen und setzte das Verhältnis der 
Sprunghöhe zur Fallhöhe gleich dem Elastizitätsgrade. 

Diese Ermittelung steht in ungefährer Übereinstimmung 
mit der für den Elastizitätsgrad gegebenen Definition. Denn 
das Gewicht mit der Fallhöhe multipliziert liefert die dem 
Körper vor dem Aufpralle auf die Platte innewohnende leben- 
dige Kraft; diese aber setzt sich beim Stoße in Formänderungs- 
arbeit um, bis die größte Abplattung der Kugel erreicht ist, 
worauf rückwärts wieder die Formänderungsarbeit in lebendige 
Kraft verwandelt und diese auf das Ansteigen der Kugel ver- 
wendet wird. Man erkennt aber, daß der Elastizitätsgrad bei 
einem solchen Versuche zu klein gefunden werden muß. Ab- 
gesehen von anderen Energieverlusten, etwa durch den Luft- 
widerstand, kommt hierbei namentlich in Betracht, daß in 
dem Augenblicke unmittelbar nach dem Abprallen der Kugel, 
sowohl in dieser als in der Platte die Formänderung noch 
keineswegs vollständig wieder rückgängig geworden ist und 
daß ferner auch die Teilchen der Platte in diesem Augenblicke 
noch eine gewisse kinetische Energie besitzen. Diese kann 
eben so wenig wie die noch aufgespeicherte Formänderungs- 
arbeit auf die schon abgeflogene Kugel in Form von leben- 
diger Kraft übertragen werden, selbst wenn die Formänderung 
vollkommen elastisch gewesen sein sollte. Es liegt dann nicht 
an einem Mangel an vollkommener Elastizität, sondern an der 
Gelegenheit zur Umwandlung in mechanische Arbeit, wenn 
die Formänderungsenergie nicht vollständig in dieser Gestalt 
zurückgewonnen wird. Außerdem aber liefert der Versuch mit 
den Kugeln deshalb ein ziemlich unvollkommenes Bild von 
dem Elastizitätsgrade, weil sich ein ziemlich starker Druck 
auf einer kleinen Aufschlagstelle überträgt, womit die Elasti- 
zitätsgrenze an dieser Stelle in der Regel schon überschritten 
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wird, wenn man die Kugeln auch nur . aus geringen Höhen 
(von etwa einem Meter oder darunter) herabfallen läßt. 

Um ein zuverlässigeres Urteil über den Elastizitätsgrad 
eines Materials bei nicht zu großen Beanspruchungen zu er- 
halten, muß man daher vor allem eine Form wählen, die größere 
Wege und daher auch größere Formänderungsarbeiten zuläßt, 
ohne daß die Elastizitätsgrenze überschritten wird. Körper 
dieser Art bezeichet man als Federn (Spiralfedern, Pufferfedern, 
S-förmige Federn u. s. f ) Man belaste eine solche Feder und 
notiere sich das Maß der Zusammendrückung nach Erreichung 
gewisser Belastungsstufen. Dann trage man die Last allmäh- 
lich wieder ab und beobachte von neuem die zu jeder Be- 
lastungsstufe gehörige Zusammendrückung. Das Material der 
Feder ist vollkommen elastisch, wenn die Zusammendrückung 
beim Abtragen der Belastung ebenso groß ist, als bei der 
gleichen Belastungsstufe beim Auftragen der Last. Daß es 
Körper gibt, die innerhalb ziemlich weiter Grenzen als voll- 
kommen elastisch betrachtet werden können, geht schon aus 
dieser Bemerkung deutlich genug hervor; denn eine Feder- 
wage müßte sich als ganz unzuverlässig und unbrauchbar er- 
weisen, wenn ihre Feder irgendwie erheblich von der voll- 
kommenen Elastizität abwiche. 



§ 47. Festigkeit stabförmiger Körper. 

Im dritten Bande dieser Vorlesungen wird die Festigkeits- 
lehre, die wegen ihrer vielfachen Anwendungen in der Praxis 
zu den wichtigsten Teilen der technischen Mechanik gehört, 
ausführlich behandelt. Hier kommt es nur darauf an, einige 
der einfachsten Fälle zu besprechen und dadurch auf die spätere 
eingehende Untersuchung" vorzubereiten. Deshalb begnüge ich 
miciL hier damit, die Festigkeit gerader stabförmiger Körper 
zu erörtern. 

Man unterscheidet sechs einfache Arten der Beanspruchung 
eines Stabes, nämlich die Beanspruchungen auf Zug, auf Druck^ 
auf Schub, auf Biegung, auf Torsion oder Verwindung und 

19* 



292 



Sechster Abschnitt. Elastizität und Festigkeit. 



auf Knicken. ^^ Wenn ein Stab in eine Festigkeitsmaschine 
gespannt und auseinander gezogen wird, erfährt er Verlänge- 
rungen jdlj die mit der Zugkraft P wachsen. Allgemein läßt 
sich diese Abhängigkeit dadurch ausdrücken, daß man setzt 

Jl = f{F) oder auch P = 9 (z/Z) . 

Die letzte Form, in der die zwischen P und /Jl bestehende 
Gleichung nach P aufgelöst ist, wird häufig vor der anderen 
bevorzugt. Das durch die Funktionen f oder 9? ausgedrückte 
Abhängigkeitsgesetz kann nur durch den Versuch festgestellt 
werden. Dieser lehrt aber, daß es bei verschiedenen Körpern 
verschieden ist. Ein Stab aus Walzeisen oder aus Stahl er- 
fährt anfänglich Längenänderungen, die im gleichen Verhält- 
nisse mit den Lasten wachsen (Gesetz von Hooke). Später 

wächst aber /il scheller als P. 
Man bringt die Versuchsergeb- 
nisse am besten dadurch zur 
Anschauung, daß man in pas- 
send gewählten Maßstäben ^l 
als Abszisse und das zugehö- 
rige P als Ordinate in ein 
Diagramm einträgt. Manche 
Festigkeitsmaschinen sind auch 
mit Registriereinrichtungen ver- 
sehen, durch die die Kurve, 
deren Gleichung P = q)(^T) ist, selbsttätig aufgezeichnet wird. 
Abb. 89 gibt den ungefähren Verlauf eines solchen Diagramms 
für Walzeisen oder Stahl an. Das erste Stück OÄ ist gerad- 
linig, entsprechend dem proportionalen Anwachsen von P mit 
^l oder umgekehrt. Dann kommt ein krummliniges Stück AB, 
während dessen ^l immer schneller mit P wächst. Gewöhn- 
lich folgt dann auf B eine im Vergleiche zu den beiden früheren 
sehr lange, nahezu horizontale Linie, von der in der Abbildung 
nur der Anfang gezeichnet ist. Sehr häufig hebt sich dann 
im späteren Verlaufe die Diagrammlinie wieder etwas steiler 
an. Sie erreicht dann ein Maximum, von dem sie sich wieder 




Abb. 89. 
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nach abwärts senkt ^ um darauf abzubrechen, weil der Stab 
zerreißt. Das Bestehen eines solchen Maximums ist natürlich 
nur in einer Festigkeitsmaschine zu bemerken. Hätte man die 
Last unmittelbar an dem Stabe aufgehängt, so müßte er sofort 
mit Erreichung des Maximums brechen, weil sich die an ihm 
hängende Last nicht yermindert. In der Festigkeitsmaschine 
ist dies aber anders. Sie zwingt den Stab nur, eine gewisse 
Längenänderung ^l anzunehmen, die wir ihm nach Belieben 
vorschreiben können, so lange der Bruch dabei noch nicht ein- 
tritt. Die Eraft, die dazu erforderlich ist, ihn in diesem Zu- 
stande ^{ zu erhalten, ist nicht durch fremde Bedingungen, 
sondern durch das Verhalten des Stabes selbst geregelt. Das 
ursprünglich Gegebene ist also bei dem Versuche in der Festig- 
keitsmaschine nicht die Last, sondern die erreichte Längen- 
änderung ^l und die Eraft wird — gewöhnlich durch eine 
Hebelübersetzung — als von ^l abhängige Veränderliche ge- 
messen. Daher kommt auch die vorher erwähnte Bevorzugung 
der Gleichung P =^ q)(^l) vor ihrer Umkehrung. 

Die zu dem Punkte Ä des Diagramms gehörige Belastung 
wird als die Proportionalitätsgrenze, die dem Punkte B ent- 
sprechende als die Streck- oder Fließgrenze und die höchste 
erreichte Last als die Bruchgrenze bezeichnet. Bei einem Druck- 
versuche stehen die Verkürzungen /1l m einem ähnlichen Zu- 
sammenhange mit den Lasten P; die dem Punkte B des Dia- 
gramms entsprechende Belastung heißt dann die Quetschgrenze. 

Wenn z/Z um dJl unter der Last P anwächst, leistet P 
die Arbeit Pd^l, Die ganze zur Formänderung aufgewendete 
Arbeit Ä der äußeren Erafb ist daher 

A^fPdMy (100) 



wenn /d\ die zuletzt erreichte Längenänderung ist. Im Dia- 
gramme wird die Arbeit Pd^dl durch die Fläche des schmalen 
Streifens von der Grundlinie d^l und der Höhe P angegeben. 
Unter der Brucharbeit versteht man die ganze bis zum Bruche 
aufgewendete Arbeit der Kraft P. Diese wird durch die ganze 
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Fläche zwischen der Abszissenachse und der bis zum Bruche 
fortgesetzten Diagrammlinie dargestellt. 

Bei der Beurteilung der Güte eines Materials kommt es 
meistens ebenso sehr und gewöhnlich noch mehr auf die Größe 
der Brucharbeit, als auf die Größe der Bruchlast an. Je größer 
die Brucharbeit wird, desto zäher wird das Material genannt. 
Im Gegensatze zur Zähigkeit steht die Sprödigkeit. Eine scharfe 
Grenze zwischen beiden Eigenschaften gibt es eben so wenig 
wie zwischen Kälte und Wärme. Die Zähigkeit ist nament- 
lich wichtig bei Körpern, die Stößen ausgesetzt sind. 

Bei einem Gußeisenstabe oder bei einem Steinprisma, das 
einem Zuge ausgesetzt wird, fällt die gerade Linie OÄ im 
Diagramme gewöhnlich fort. Die Diagrammlinie beginnt viel- 
mehr sofort mit der krummen Linie AB und auch die nahezu 
horizontale Strecke hinter B ist entweder sehr verkürzt oder 
sie fehlt auch ganz. Darum ist auch die Brucharbeit gering 
und die genannten Körper sind daher im allgemeinen als spröde 
zu bezeichnen. Bei Holz überwiegt gewöhnlich umgekehrt die 
gerade Linie OÄ, Bald hinter Ä wird das Verhalten ziemlich 
unregelmäßig, da gewöhnlich schon einige Fasern zu reißen 
anfangen, während die übrigen noch länger zusammenhalten. 

Die Lage der Elastizitätsgrenze läßt sich aus einem ein- 
fachen Zugversuche, bei dem man mit der Steigerung der 
Belastung bis zum Bruche fortfährt, nicht ermitteln. Dazu 
ist es nötig, ab und zu innezuhalten und den Stab wieder zu 
entlasten. Man begnügt sich gewöhnlich damit, festzustellen, 
ob der Stab wieder so genau, als es die Meßvorrichtungen zu 
erkennen gestatten, seine anfängliche Gestalt erreichte. Wenn 
dies zutrifiPt, nimmt man an, daß er sich bis dahin vollkommen 
elastisch verhalten hat. Eigentlich müßte man auch während 
des Zurückgehens die zu jedem z/Z gehörige Kraft P ermitteln. 
Man denke sich die Diagrammlinie in Abb. 89 bis zu irgend 
einem Punkte C beschrieben und nun die Entlastung vor- 
genommen. Man erhält dann während des Zurückgehens eine 
zweite Diagrammlinie. Fällt diese mit der ersten genau zu- 
sammen, so war die Formänderung vollkommen elastisch. Im 
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anderen Falle schließen beide Diagrammlinien eine Fläche mit- 
einander ein, die die nicht in Form von mechanischer Arbeit 
zurückgewonnene Energie angibt. Das Verhältnis der zwischen 
den Diagrammlinien und der Abszissenachse eingeschlossenen 
Flächen gibt den Elastizitätsgrad an. 

Gußeisen und Steine verhalten sich bei einer erstmaligen 
Belastung erheblich anders als nach mehrmaliger Wiederholung 
derselben Belastung. Wenn diese nicht zu groß ist und oft 
genug aufgebracht wurde, wird auch bei diesen Körpern die 
Formänderung ziemlich vollkommen elastisch. Freilich fehlt 
auch dann immer noch das gerade Anfangsstüek OÄ der Dia- 
grammlinie. 

Der Bruch eines Stabes kann nicht nur durch einmaliges 
Aufbringen der größten Belastung, sondern auch schon durch 
eine weit geringere Last herbeigeführt werden, wenn diese oft 
genug aufgebracht und wieder entfernt wird. Je größer die 
Last selbst ist, desto geringer ist die Zahl der hierzu erforder- 
lichen Wiederholungen. Es gibt aber eine Grenze, unterhalb 
der auch durch noch so häufige Wiederholung kein Bruch mehr 
herbeigeführt wird. Hier sei darüber nur im allgemeinen be- 
merkt, daß sich die Grenze gewöhnlich ungefähr mit der Elasti- 
zitätsgrenze deckt. 

Bei Walzeisen, Stahl und Holz stimmt die Elastizitäts- 
grenze ungefähr mit der Proportionalitätsgrenze überein. Ge- 
wöhnlich begnügt man sich daher damit, nur die letzte un- 
mittelbar zu messen und die erste ihr gleich zu setzen. In 
den meisten Fällen hat man es bei Festigkeitsbereehnungen 
mit diesen Materialien zu tun. Dabei bleiben die Lasten, die 
man als zulässig ansieht, der Sicherheit wegen beträchtlich 
unter der Proportionalitätsgrenze. Man braucht sich dann nur 
um das geradlinige Stück OÄ der Diagrammlinie zu kümmern. 
Der Zusammenhang zwischen ^l und P kann daher in der Form 

•dl^rP (101) 

angeschrieben werden, wo nun r eine dem gegebenen Stabe 
eigentümliche Konstante ist. Gleichung (101) spricht das 
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Hookesclie Gesetz aus. Die Konstante r hängt Yon der Länge ly 
dem Querschnitte F und dem Materiale des Stabes ab. Daß 
sie der Länge des Stabes proportional sein muß, läßt sich leicht 
daraus erkennen^ daß jedes n^^ der Stablänge einem Stabab- 
schnitte zugehört^ der sich unter den gleichen Bedingungen 
befindet; wie die übrigen, und daß daher auch ein n^ der 
ganzen Längenänderung darauf entfallen muß. Ein Stab vom 
doppelten Querschnitte läßt sich als aus zwei nebeneinander 
liegenden Stäben bestehend auffassen, Yon denen jeder die 
Hälfte der ganzen Belastung aufnimmt und daher auch nur 
um halb so viel gestreckt wird, als wenn er die ganze Last 
allein zu tragen hätte. Daraus läßt sich vermuten, daß die 
Längenänderung und daher die Eonstante r der Querschnitts- 
fläche umgekehrt proportional ist. Ich sagte ausdrücklich „ver- 
muten", denn bei der angestellten Überlegung wird die Vor- 
aussetzung eingeführt, daß sich die ganze Last gleichmäßig 
über den Querschnitt verteile, was von vornherein nicht ohne 
weiteres feststeht. In der Tat zeigt aber der Versuch, daß die 
Konstante r durch die Formel 

r = j^ (102) 

dargestellt werden kann, in der E nur noch vom Materiale 
des Stabes abhängt. Aus diesem Versuchsergebnisse kann erst 
rückwärts darauf geschlossen werden, daß sich bei Stäben unter 
solchen Bedingungen, wie sie bei der Anstellung jener Ver- 
suche vorkommen, die Last in der Tat wenigstens nahezu 
gleichförmig über den ganzen Querschnitt verteilen muß. 

Führt man den Wert von r in Gleichung (101) ein, so 
geht diese über in 

Der Quotient ^ gibt an, wieviel Belastung auf die Flächen- 
einheit des Querschnitts kommt. Wir bezeichnen diese Größe 
als die spezifische oder auch als die bezogene Spannung*) 

*) Die Bezeichnung „spezifische^^ Spannung, Längenänderung o. dgl. 
ist dem spezifischen Gewichte nachgebildet. Sprachlich ist diese Über- 
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und gebrauchen dafür den Buchstaben 6, setzen also 

tf = J. (104) 

Hiermit läßt sich Gl. (103) in der übersichtlicheren Form 

T = J (105) 

anschreiben. Das Verhältnis der Längenänderung Jl zur ur- 
sprünglichen Länge l wird die spezifische oder bezogene Längen- 
änderung genannt. Das Verhältnis ist eine absolute Zahl^ ge- 
wöhnlich ein sehr kleiner Bruch. Daraus folgt; daß auch 6 
und E Größen von derselben Dimension sein müssen und daß 
femer E eine bezogene Spannung von sehr großem Werte im 
Vergleiche zu 6 sein muß. Gewöhnlich drückt man die be- 
zogenen Spaimimgen in Atmosphären (abgekürzt atm oder at) 
aus, wonmter man eine Kraft von 1 kg auf 1 qcm versteht. 
Die Materialkonstante E heißt der Elastizitätsmodul, und sie 
ist daher ebenfalls in dieser Einheit auszumessen. Beiläufig 
sei erwähnt, daß für Walzeisen und Stahl der Elastizitätsmodul 
gewöhnlich zwischen 2000000 und 2200000 atm liegt. Die 
Proportionalitätsgrenze für mittelweiches Flußeisen liegt etwa 
bei 1800 atm, die Bruchgrenze bei 4000 atm und die als zu- 
lässig angesehene Belastung bei 800 — 1000 atm. Als Sicher- 
heitskoeffizient wird oft das Verhältnis zwischen der Bruch- 
last und der zulässigen Belastung bezeichnet. Nach dem, was 
vorher über den Einfluß einer oft wiederholten Belastung 
bemerkt wurde, hat aber eine solche Bezeichnung ernste Be- 
denken gegen sich; es erscheint vielmehr angemessener, das 
Verhältnis zwischen der Proportionalitätsgrenze und der zu- 
gelassenen Belastung als Sicherheitskoeffizient zu bezeichnen. 
Sobald man sich über die zulässige Beanspruchung (Tzui 
des Materials entschieden hat, kann man nach Gl. (104) leicht 
den Querschnitt berechnen, den man einer Zugstange geben 

tragong aber nicht ganz einwandfrei, da es sich hier nicht um eine 
„Spezies^* handelt. Besser ist daher die Bezeichnung „bezogene" Span- 
nung u. s. f., da sie nur eine Abkürzung fiir die ausführlichere Um- 
schreibung „auf die Flächeneinheit o. dgl. bezogen" bildet. 
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muß, die eine gewisse Last P übeitragen soll. Dabei laufen 
indessen zwei Voraussetzungen unter, die man nicht aus den 
Augen verlieren darf. Zunächst nämlich muß die äußere 
Kraft P jedenfalls zentrisch angebracht sein, d. h. so, daß ihre 
ßichtungslinie mit der Stabmittellinie in eine Gerade fallt. 
Denn nur in diesem Falle ist eine gleichmäßige Verteilung 
der Spannungen über den Querschnitt, wie sie bei Gl. (104) 
vorausgesetzt wird, überhaupt möglich. Legt man nämlich 
einen Schnitt durch den Stab, so müssen die im Schnitte 
übertragenen Spannungen im Gleichgewichte mit der äußeren 
Kraft P an einem Stäbteile stehen. Die Resultierende von 
Spannungen, die sich gleichföröiig über den Querschnitt ver- 
teilen, geht aber durch den Schwerpunkt des Querschnitts, 
und durch diesen Punkt muß daher auch die Kraft P gehen, 
um Gleichgewicht mit jener herzustellen. 

Aber auch dann, wenn P zentrisch wirkt, ist hoch keine 
unbedingte Gewißheit dafür geboten, daß sich die Spannungen 
gleichmäßig Über den Querschnitt verteilen müssen. Man weiß 
nur, daß dies bei längeren Stäben, wie schon vorher bemerkt 
wurde, zutrifft, und zwar ofltenbar, weil sich hier alle Fasern, 
in die man sich den Stab zerlegt denken kann, ihres Zusammen- 
hanges wegen um gleich viel strecken müssen. Bei gleichen 
Längenänderungeh müssen diese Fasern nach dem Elastizitäts- 
gesetze auch gleiche Spannungen erfahren. Bei kurzen Stäben 
und namentlich bei den Stabenden, wo die äußeren Kräfte P 
übertragen werden, können dagegen je nach den besonderen 
Umständen ungleichförmige Dehnungen der Pasern und daher 
ungleichförmige Spannungs Verteilungen sehr leicht eintreten. 
Bei der Anwendung von Gl. (104) muß daher stets eine Er- 
wägung darüber vorausgehen, ob im gegebenen Falle auf eine 
gleichförmige Spannungs Verteilung zu rechnen ist. — Den Fall 
der exzentrischen Zugbelastung werde ich nachher noch be- 
sonders besprechen. 

Eine oft behandelte Aufgabe über die gewöhnliche Zugfestig- 
keit möge hier noch Platz finden. Ein Seil, das in einen tiefen 
Schacht hinabhängt, hat nämlich ein sehr erhebliches Eigengewicht 
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gegenüber der Nutzlast, die von ihm getragen wird. Oben muß 
das Seil stark genug sein, um die um das Eigengewicht vermehrte 
Nutzlast zu tragen. Wollte man aber das Seil auch bis unten hin 
ebenso stark machen, so würde dies nicht nur unnützen Material- 
aufwand und damit verbundene Kosten verursachen, sondern das 
obere Seilende würde dadurch auch höher belastet, als nötig ist. 
Um diesen Schaden zu vermeiden, läßt man den Querschnitt des 
Seiles nach unten hin derart abnehmen, daß überall die zulässige 
Beanspruchung des Materials erreicht wird. Man soll das Gesetz 
ermitteln, nach dem der Querschnitt F eines solchen „verjüngten" 
Seiles mit der Entfernung x vom unteren Ende her zunimmt. 

Bezeichnet man die zulässige bezogene Spannung des Seiles 
mit X, die Last am unteren Ende mit P^ und die um das zuge- 
hörige Eigengewicht erhöhte Last in der Höhe x mit P, so hat man 

Läßt man x um dx wachsen, so steigt P um das Gewicht des 
zu dx gehörigen Seilstücks. Das Volumen dieses Seilstücks ist Fdx 
und das Gewicht gleich yFdx^ wenn mit y das spezifische oder 
bezogene Gewicht bezeichnet wird. Man hat demnach 

dP ^ yFdx und auch dP = TidF, 

Der Vergleich beider Werte liefert 

yFdx =^%dF^ 

eine Gleichung, die nach F aufgelöst werden muß. Zu diesem 
Zwecke bringen wir sie zunächst auf folgende Form 

F % 

Links steht das Differential von lg JP. Wenn die Differentialien 
gleich sein sollen, können sich die Stammgrößen nur um eine Kon- 
stante unterscheiden. Hiemach folgt 

lgF = ^x+C. 

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung, daß 
die Gleichung auch für a? = 0, also für das untere Seilende zu- 
treffen muß. Dort wird aber F zu Fq und daraus folgt C=\gFQ. 
Setzt man dies ein, so erhält man 

1 F y 

^^F-r^"" 
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oder, indem man YOm Logarithmus zum Numerus übergeht, 

y 
J^=J^^.e"^r*, (106) 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

Für die Beanspruchung auf Druck bleiben im allge- 
meinen dieselben Betrachtungen gültig, wie für die Zugfestig- 
keit. Der Hauptunterschied besteht darin^ daß ein auf Zug 
beanspruchter Stab beliebig lang sein kann, ohne an Trag- 
fähigkeit einzubüßen, während sich ein gedrückter "Stab seit- 
lich ausbiegt, wenn er im Vergleiche zu seinen Querschnitts- 
abmessungen zu lang gemacht wird. Diese Erscheinui^ wird 
als Ausknicken bezeichnet und später besonders besprochen. 
Jedenfalls kann die Berechnung eines auf Druck zentrisch be- 
lasteten Stabes nach 61. (104) immer nur erfolgen, wenn kein 
Ausknicken zu befürchten ist. 

Die Druckfestigkeit ist gewöhnlich mindestens ebenso 
groß, oft aber erheblich größer als die Zugfestigkeit, so 
namentlich bei den Steinen und den künstlich hergestellten 
steinartigen Massen. Auch beim Gußeisen ist die Druckfestig- 
keit beträchtlich größer als die Zugfestigkeit. Eine Ausnahme 
macht das Holz. Bei diesem ist die Druckfestigkeit gewöhn- 
lich etwas kleiner als die Zugfestigkeit. Wenn nichts anderes 
darüber gesagt wird, ist übrigens die Angabe der Zug- oder 
Druckfestigkeit beim Holze immer so zu verstehen, daß die 
Längsrichtung des Stabes parallel zur Faserrichtung ist und 
daß also auch die Kraft in dieser Richtung geht. Ein Stab, 
der aus dem Baum stamme quer zur Hauptrichtung heraus- 
geschnitten würde, hätte viel kleihere Zug- und Druckfestigkeit. 
Auch eine Schwelle, auf die sich ein Ständer stützt, der auf 
die Schwelle eine große Last senkrecht zur Faserrichtung über- 
trägt, ist daher weit mehr gefährdet, als der Ständer.*) Die 



*) Bei weichem Holze ist die Druckfestigkeit quer zur Faser nur 
etwa ein Zehntel von der in der Längsrichtung, bei hartem Holze un- 
gefähr ein Drittel. Für die Schwelle, von der die Rede war, ist die 
Beanspruchung jedoch nicht ganz so gefährlich, als es nach diesen Yer- 
hältniszahlen scheinen könnte. Der Teil der Schwelle, auf den der Druck 
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Zerstörung durch Druck in der Längsrichtung findet übrigens 
beim Holze dadurch statt^ daß sich die dunkel gefärbten^ 
härteren Fasern seitlich ausbiegen und in die weichere und 
heller gefärbte Zwischenmasse eindringen. Die Erscheinung 
läßt sich ungefähr als ein Ausknicken der härteren Fasern 
ansehen^ die durch das weiche Zwischenmittel nicht mehr ge- 
hindert werden kann. 

Von besonderer Bedeutung ist die Druckfestigkeit für 
Bausteine. Sie wird gewöhnlich an würfelformigen Stücken 
ermittelt^ die sorgfältig bearbeitet, bei Hartsteinen mit der 
Diamantsäge geschnitten sind und an den beiden Druckflächen 
Yor dem Versuche noch mit einem Diamanten abgedreht 
werden, um eine möglichst genau ebene Fläche herzustellen. 
Das Zerdrücken findet zwischen Stahlplatten statt ohne Zwischen- 
lagen. Die so ermittelte Druckfestigkeit wird auch als die 
Würfelfestigkeit des Steines bezeichnet. Die spezifische 
Belastung, die den Bruch herbeiführt, ist nämlich hier nicht 
unabhängig von der Gestalt, also von der Länge und dem 
Querschnitte des Körpers. Das ist auch leicht erklärlich, wenn 
man bedenkt, daß das Zerdrücken des Steins notwendig mit 
einem seitlichen Ausweichen des Materials verbunden ist und 
daß die an die Druckplatten unmittelbar angrenzenden Teile 
durch die Reibung an den Druckplatten an eiuem Ausweichen 
gehindert sind. Nach den Versuchen von Bauschinger kann 
die spezifische Bruchbelastung für prismatische Stücke von der 
Höhe hj dem Querschnitte F und dem Querschnittumfange u 
gleich 



m 



' + '?) 



gesetzt werden. Für einen quadratischen Querschnitt von der 

von dem Ständer unmittelbar übertragen wird, erfährt nämlich durch 
den Zusammenhang mit den darüber hinaus reichenden Teilen eine 
Stützung, die ihn befähigt, eine je nach den Umständen zwei bis drei- 
mal so große Last aufzunehmen, als wenn der Zusammenhang gelöst 
wäre und der unmittelbar unter dem Ständer liegende Schwellenteil der 
Last allein zu widerstehen hätte. 



302 Sechster Abschnitt. Elastizität und Festigkeit. 

Seite a geht dies über in 

k + ^V 

Die Konstanten X und v sind für jedes Material durch 
besondere Versuche zu ermitteln. Die Würfelfestigkeit ist gleich 
der Summe beider Konstanten. Für ein kleines h nimmt die 
Festigkeit einen großen Wert an. Der Wert oo für Ä = hat 
keine Bedeutung. Für eine ziemlich große Höhe nähert sich 
die Festigkeit dem Werte X. Indessen darf man h nicht so 
groß wählen, daß ein Ausknicken in Frage känie. Überhaupt 
ist die Bedeutung einer solchen empirischen Formel nicht zu 
überschätzen. Sie soll nur . einen ungefähren Anhaltspunkt 
geben. Jedenfalls warnt sie davor, die Würfelfestigkeit ohne 
weiteres für die Beurteilung der Tragfähigkeit eines aus den 
Steinen aufgeführten Pfeilers als maßgebend anzusehen. Ein 
Zahlenbeispiel hierzu kommt unter den Aufgaben vor. 

Bei der Schubfestigkeit kommt es mehr auf die Ge- 
stalt des Querschnitts an, für den ein Abscheren zu befürchten 
ist, als auf die übrige Gestaltung des Körpers. Von Wichtig- 
keit ist die Schubfestigkeit namentlich bei der Berechnung 
der Nieten. Freilich kommt neben der Beanspruchung auf 
Abschieben der einen Niethälfte über die andere immer auch 
eine Beanspruchung auf Biegung hinzu. Die Hebelarme der 
biegenden Kräfte sind aber hier so klein, daß die Schubfestig- 
keit die Hauptrolle spielt. Gewöhnlich berechnet man die 
Nieten ebenfalls nach Gl. (104). Man setzt also eine gleich- 
förmige Verteilung der Kraft, die der Niet zu übertragen hat, 
auf den ganzen in Frage kommenden Querschnitt voraus. 
Freilich ist diese Voraussetzung hier viel weniger gerechtfertigt, 
als bei der zentrischen Zug- oder Druckbeanspruchung. Man 
kann aber den Fehler, den man damit begeht, dadurch un- 
schädlich machen, daß man die zulässige Schubbelastung, die 
man der Berechnung zugrunde legt, aus Versuchen entnimmt, 
die selbst mit Nietverbindungen der gleichen Art angestellt 
sind. Für gewöhnliche Nieten, bei denen nur die Festigkeit 
und nicht die Dichtheit der Naht in Betracht kommt, kann 



§ 48. Biegung, Knickung und Verwindung. 



303 



hiernach eine Schubbelastung von etwa 700 atm als zulässig 
betrachtet werden. 
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Abb. 90. 



§ 48. Biegung, Knickung und Verwindung. 

Ein Stab, der wesentlich auf Biegung beansprucht ist^ 
wird gewöhnlich als Balken bezeichnet. Legt man einen Quer- 
schnitt mm durch den Balken (Abb. 90), der ihn in zwei 
Teile trennt, so müssen die im Querschnitte übertragenen Span- 
nungen im Gleichgewichte mit den äußeren Kräften am einen 
Balkenteile stehen. Gewöhn- 
lich wählt man den links yom 
Schnitt liegenden Balkenteil 
zur Untersuchung des Gleich- 
gewichts aus. Die äußeren 
Kräfte an diesem Balkenteile 
sind die daran angreifenden 

Lasten und der Auflagerdruck A^ der in dem durch Abb. 90 
dargestellten Falle mit Hilfe einer* Momentengleichung sofort 
berechnet werden kann. Alle diese Kmfte kann man sich 
parallel nach dem Schwerpunkte des Querschnitts mm verlegt 
denken. Sie geben dort eine Resultierende, die mit V be- 
zeichnet werden soll und die gleich dem Auflagerdrucke A 
vermindert um die Summe der Lasten links vom Schnitte ist- 
Außerdem tritt wegen der Parallelverlegung noch 6in resul- 
tierendes Kräftepaar auf, dessen Moment gleich der Summe 
der Momente der links vom Schnjltte liegenden äußeren Kräfte 
bezogen auf den Querschnittsschwerpunkt ist. Dieses Moment 
heißt das Biegungsmoment und sei mit M bezeichnet. Damit 
Gleichgewicht am linken Balkenteile bestehe, müssen sich auch 
die im Querschnitte mm übertragenen Spannungen zu einer 
durch den Schwerpunkt gehenden Resultierenden — V und 
einem Kräftepaare vom Momente — M vereinigen lassen. 

Früher war bemerkt worden, daß man von den Sätzen 
über die Zusammensetzung von Kräften am starren Körper 
bei Aufgaben der Festigkeitslehre nur mit Vorsicht Gebrauch 
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machen dürfe. Hier sind wir aber zn der vorgenommenen 
Zusammenfassung der äußeren Kräfte zu der Resultierenden V 
und dem Momente M berechtigt, weil es sich nur darum 
handelt, die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen für die 
am linken Balkenteile angreifenden Kräfte aufzustellen. Dafür 
macht es aber keinen Unterschied, wenn dieser Balkenteil als 
starrer Körper betrachtet wird, da es gar nicht mehr auf die 
inneren Kräfte ankommt, die sonst innerhalb dieses Balken- 
teils auftreten. Die Spannungen im Querschnitte mm sind 
zwar für den ganzen Balken innere, für den linken Balken- 
teu treten sie aber, nachdem der rechte Balkenteil abgeschnitten 
ist, als äußere auf. 

Die Resultierende V wird als die Schwerkraft für den Quer- 
schnitt mm bezeichnet. Sie bewirkt, daß im Querschnitte 
Schubspannungen übertragen werden. Bei den gewöhnlichen 
Biegungsaufgaben kommt es aber auf diese Schubspannungen 
nicht an, weil sie viel kleiner sind, als die Normalspannungen, 
die dem Biegungsmomente M das Gleichgewicht halten. Wir 
wollen uns daher hier nur um die Normalspannungen kümmern. 

Die vorher gerade Stabachse biegt sich unter der Belastung 
ein wenig durch, sodaß sie ihre Hohlseite nach oben hin kehrt. 
Die Linie, in die sie übergeht, wird als die elastische Linie 
des Balkens bezeichnet. Denkt man sich vor der Belastung 
zwei zur Stabachse senkrechte Querschnitte gezogen, so haben 
alle zur Stabachse parallel laufenden Fasern zwischen beiden 
Querschnitten gleiche Längen. Nach der Formänderung sind 
sie aber nicht mehr gleich lang; auf der Hohlseite der elasti- 
schen Linie, also bei den oberen Fasern tritt eine Verkürzung, 
bei den unteren eine Verlängerung ein. Wir schließen daraus, 
daß die oberen Fasern gedrückt, die unteren gezogen sind 
und daß die Größe dieser Spannungen wächst, je weiter die 
Fasern von der Mitte entfernt sind. Nach welchem Gesetze 
diese Zunahme mit dem Abstände von der Mitte erfolgt, ist 
nicht ohne weiteres klar. Wenn man die Vermutung aufstellt, 
daß die Querschnitte bei der Formänderung nicht merklich 
gebogen werden, wird man zwar zu dem Schlüsse geführt, daß 
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die Langenanderimg und daher bei Gültigkeit des Hookeschen 
Gesetzes auch die Spannung im gleichen Verhältnisse mit dem 
Abstände von der Mitte wachsen müßte. Dieser Schluß ist 
aber ebenso unsicher, als die Vermutung, auf der er beruht. 
Wenn man in einem solchen Zweifel über das wirkliche Ge- 
setz ist, tut man immer am besten, zunächst zu versuchen, ob 
man mit der einfachsten Annahme darüber auskommt. Da wir 
nun nicht im Zweifel darüber sein können, daß die Spannungen 
mit der Entfernung von der Mitte wachsen, besteht die ein- 
fachste Annahme, die wir machen können, darin, daß die Span- 
nung proportional der Entfernung von der Mitte ist. Als Mitte 
ist hier allgemein jene Stelle im Querschnitte zu verstehen, 
an der keine Längenänderung stattfand und an der daher auch 
die Spannung gleich Null ist, — oder die sogenannte „neutrale" 
Stelle. Wir nehmen also an, daß zwischen den bezogenen 
Spannungen 6 und ö' in zwei Fasern mit den Abständen y 
und e von der neutralen Stelle die Proportion 

bestehe. Denkt man sich eine Linie im Querschnitte parallel 
zur Lastricbtung gezogen und an jedem Punkte rechtwinklig 
zu ihr eine Strecke abgetragen, die 
den Wert von 6 an jener Stelle in ^ ^ k*^ 



T ay 



J 



einem geeigneten Maßstabe darstellt 

(vgl. Abb. 91), so erhält man nach : \t-±-W- 

Gl. (107) eine gerade Linie. Die / ^g 

durch GL (107) ausgesprochene I ^^ — 

wird daher auch als die lineare ' 

. . , Abb. 91. 

Spannungs Verteilung bezeich- 
net. Gl. (107) wird übrigens auch als gültig angesehen, wenn y 
imd e nach verschiedenen Seiten von der neutralen Stelle aus 
liegen, was durch einen Gegensatz im Vorzeichen zum Aus- 
drucke gebracht wird. Dann haben auch 6 und 6 verschiedene 
Vorzeichen, d. h. eine von beiden Spannungen bedeutet Zug, 
die andere Druck. 

Die durch Gl. (107) ausgedrückte Annahme der linearen 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 20 
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Spannungsverteilung hat sich im großen Ganzen bewährt. Die 
auf ihr aufgebauten Rechnungen fähren nämlich in der Regel 
zu einer befriedigenden Übereinstimmimg mit der Erfahrung. 
In manchen Fällen kommen freilich Abweichungen vor, nament* 
lieh beim Gußeisen und bei Steinen, also bei Körpern, die dem 
Hookeschen Gesetze auch schon bei kleineren Lasten nicht 
gehorchen. Durch die Anstellung von bloßen Bruchversuchen 
läßt sich übrigens kein sicheres Urteil über die mehr oder 
weniger genaue Gültigkeit von Gl. (107) bei den gewöhnlich 
vorkommenden kleineren Lasten gewinnen. Es kann vielmehr 
kaum ein Zweifel darüber bestehen, daß sich das Gesetz der 
Spannungsverteilung ändert, wenn die Lasten so weit erhöht 
werden, daß der Bruch bevorsteht. 

Das beste Verfahren besteht darin, daß man zunächst 
Gl. (107) als gültig ansieht und die sich aus dieser Annahmt 
ergebenden Rechnungsresultate unmittelbar mit der Erfahrung^ 
vergleicht. Durch Einführung passender Koeffizienten kann 
man dann den etwa begangenen Fehler nachträglich unschäd- 
lich machen. In dieser Hinsicht ist namentlich zu merken^ 
daß die gewöhnlichen Formeln bei Gußeisenbalken zu Bruch- 
spannungen auf der Zugseite führen, die ungefähr doppelt so 
groß sind, als die Bruchbelastungen bei einem Zugversuche. 
Bei Steinen ist der Unterschied viel geringer, wenn man den 
wahren Wert der Zugfestigkeit einsetzt; bei gewöhnlichen 
Zugversuchen wird dieser nämlich viel zu klein gefanden, weil 
sich eine gleichmäßige Verteilung der Spannungen über den 
Querschnitt nur schwer erreichen läßt. Bei Walzeisen, Stahl 
und auch bei Holz stimmen dagegen die aus Biegungsver- 
suchen abgeleiteten Festigkeitswerte mit den aus Zug- und 
Druckversuchen gewonnenen in der Regel ziemlich gut überein. 

Wenn der Querschnitt des Balkens eine in die Lastebene 
fallende Symmetrieachse hat, müssen alle Punkte, für die ö ==» 
ist, auf einer zu dieser senkrecht stehenden Geraden liegen, die 
als Nulllinie bezeichnet werden soll. — Das Gleichgewicht der 
am linken Balkenteile angreifenden Kräfte gegen Verschieben 
in horizontaler Richtung erfordert, daß die algebraische Summe 
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aller Normalspanmingen gleich Null ist. Dies liefert die 
Gleichung 

CödF = ^J fydF = oder CydF - 0. 

Die Summierung erstreckt sich über den ganzen Querschnitt.- 
In der letzten Form sagt aber die Gleichung aus, daß die Null- 
linie durch den Schwerpunkt des Querschnitts gehen muß. 
Ich möchte hier erwähnen, daß ich diese Folgerung auch bei 
Balken aus Gußeisen und aus Steinen von rechteckigem Quer- 
schnitte durch unmittelbare Messung der Längenänderungen 
geprüft habe und sie dabei nahezu bestätigt fand. 

Die Normalspannungen a Hefem ein Kräftepaar, dessen 
Moment ebenso groß sein muß^ als das Biegungsmoment. 
Diese Bedingung wird durch die Momentengleichung 



M=^Cy6dF^^^Cy'-dF 



ausgesprochen. Die sich über den ganzen Querschnitt er- 
streckende Summe aus den mit den Quadraten der Abstände 
von der Schwerlinie multiplizierten Flächenteilen ist uns schon 
aus den Untersuchungen in § 31 bekannt. Sie liefert das 
Trägheitsmoment S des Querschnitts für die Nulllinie als Achse. 
Mit Einführung dieser Bezeichnung und durch Auflösen nach 
^ erhalten wir aus der vorigen Gleichung 

ö'=fe. (108) 

Damit ist unsere Aufgabe im wesentlichen gelöst. Wir können 
auf Grund von. Gl. (108) die an irgend einer Stelle des Quer- 
schnitts auftretende Normalspannung leicht berechnen. Gewöhn- 
lich interessiert man sich nur für die größte Spannuiag, die 
auftritt, weil von ihr das Eintreten oder Nichteintreten eines 
Bruches abhängt. Am größten wird 6' in der größten Ent- 
fernung e von der Nulllinie, also in der untersten oder obersten 
Faser. Oft ist es bequem, an Stelle von S den Wert 
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zu benutzen^ in dem e den Abstand der äußersten Faser an- 
gibt. Dieser Wert wird als das Widerstandsmoment des Quer- 
schnitts bezeichnet. Ebenso wie läßt sich auch W für jede 

Querschnittsform ein- für alle- 
mal vorausberechnen. Nach Ein- 
führung von W geht Gl. (108) 
über in 




ö = 



M 
W 



(109) 



Für den rechteckigen Quer- 
schnitt soll die Berechnung von 
& und W sofort ausgeführt 
werden. Ein Streifen von der 
Breite b, der Höhe dy und 

dem Abstände y von der Nulllinie (Abb. 92) liefert zu G den 

Beitrag bdy - y^. Daher ist 



Abb. 92. 




& ^-b I y^dy = 



12 



(HO) 



Hieraus folgt 



Tr= 



fec- 



und 6 = 






Um die größte Spannung zu finden, die überhaupt im 
Stabe vorkommt, muß man natürlich jenen Querschnitt auf- 
suchen, in dem M seinen größten Wert annimmt. Bei einer 
gleichförmig verteilten Belastung liegt der gefahrliche Quer- 
schnitt in der Mitte, bei einer Einzellast an der Angriffsstelle 
der EinzeUast. 

Man kann sich aber auch die Aufgabe stellen, den Quer- 
schnitt des Stabes an jeder Stelle dem dort bestehenden 
Biegungsmomente anzupassen, sodaß in allen Querschnitten 
gleichzeitig die größte zulässige Kantenspannung erreicht wird. 
Ein solcher Stab wird als ein Körper von gleicher Festig- 
keit bezeichnet. Als Beispiel sei der in Abb. 93 gezeichnete 
Fall eines durch eine Einzellast in der Mitte beanspruchten 
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Balkens betrachtet. Im Abstände x vom linken Auflager hat 

das Biegungsmoment die Größe —x. Daher muß nach Gl. (109), 

wenn die zulässige Eantenspannung mit J^ bezeichnet wird, 

Px 



W 



2K 



gewählt werden, womit das Widerstandmoment des Querschnitts 
als Funktion von x dargestellt ist. Beachtet man noch, daß W 
eine Länge zur 3. Potenz bedeutet und bei geometrisch ähnlichen 
Querschnitten daher mit der 3. Potenz einer Seite oder eines 
Durchmessers wächst, so folgt, daß z. B. der Durchmesser eines 
kreisförmigen Querschnitts (bei den sog. Tragachsen) der dritten 
Wurzel aus x proportional gewählt werden muß. Die theo- 
retische Umrißlinie bildet hiernach eine kubische Parabel, die 




Abb. 98. 



in der Abbildung punktiert angegeben ist. Die wirkliche üm- 
rißlinie ist einfacher, wird aber so gewählt, daß sie sich der 
theoretischen gut anschließt. An den Zapfen verliert natürlich 
die ganze Betrachtung ihre Gültigkeit, schon weil, selbst wenn 
das Biegungsmoment zu Null wird, immer noch Schubspan- 
nungen im Querschnitte übertragen werden müssen, auf die in 
der Berechnimg keine Rücksicht genommen ist. 

Bei der Verwendung von gewalzten Eisenbalken ist man 
an die vorrätigen Sorten gebunden. Für diese sind die Träg- 
heits- und Widerstandsmomente zum voraus berechnet und in 
den Profiltabellen und Preislisten aufgeführt. Die Festigkeits- 
berechnung gestaltet sich daher in solchen Fällen gewöhnlich 
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sehr einfach. Gegeben sind in der Regel die Spannweite l 
und die Last Q. Wenn sich diese gleichförmig über die 
Trägerlänge verteilt, wird das Biegungsmoment im gefähr- 
lichen Querschnitte (in der Mitte) 

8 

Die Spannweite l drücke man in cm, die Last ^ in kg aus. 
Nun kennt man noch die zulässige Belastung des Walzeisens 
(ungefähr 1000 atm). Durch Einsetzen Ton (t' und Jf in Gl. (109) 
erhält man das erforderliche Widerstandsmoment W auf cm 
bezogen. Dann schlägt man in der Profiltabelle nach und 
sucht die passende Größennummer aus. Ist W in mm aus- 
gedrückt, so beachte man, daß die Dimension von W eine 
Länge zur 3. Potenz ist. Beim Übergange von mm auf cm 
muß man daher drei Stellen abschneiden. 

Im Anschlüsse an die Biegungslehre sind auch die Fälle der 
exzentrischen Zug- oder Druckbelastung zu behandeln. Geht 
nämlich die parallel zur Stabachse gerichtete Last P in einem Ab- 
stände p vom Schwerpunkte vorbei, so läßt sie sich durch eine 
zentrisch angreifende Last P und ein Kräftepaar vom Momente Pp 
ersetzen. Die erste bringt gleichförmig über den Querschnitt ver- 
teilte Normalspannungen und das Moment bringt Biegungsspan- 
nungen hervor, die sich übereinander lagern. Die Spannung in 
der äußersten Faser ist daher 

<r=f ±^^. (111) 

Das Vorzeichen + oder — ist zu wählen, je nachdem man die 
Spannung an der mit P auf der gleichen Seite der Nulllinie oder 
auf der entgegengesetzten Seite liegenden äußersten Faser be- 
rechnen will. 

Auch die Knickfestigkeit eines langen, schlanken Stabes, 
der einer Druckbelastung P unterworfen wird, hängt mit der 
Biegungsfestigkeit zusammen. Wenn die Enden des Stabes drehbar 
befestigt sind, entsteht bei einem kleinen seitlichen Ausweichen der 
Mitte um p neben der. achsialen Belastung P ein Biegungsmoment 
Pp. Wenn dieses Biegungsmoment groß genug ist, vermag es die 
vorher zufällig herbeigeführte Ausbiegung aufrecht zu erhalten 
oder auch noch zu vergrößern. Da hierbei das Moment selbst 
wiederum anwächst, wird der Bruch durch die fortschreitende 
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Biegung schnell herbeigeführt. Das Gleichgewicht ist in solchen 
Fällen labil. Dagegen ist es stabil, wenn das Moment Pp nicht 
ausreicht, um die Ausbiegang um p aufrecht zu erhalten. Der Stab 
streckt sich dann von selbst wieder gerade, wenn er nach der vor- 
genommenen geringen Biegung sich selbst überlassen wird. Die 
auf dieser Überlegung beruhende Rechnung kann hier noch nicht 
durchgeführt werden; ich erwähne nur, daß die kritische Belastung P, 
bei der ein Ausknicken gerade möglich wird, durch die Eulersche 

Formel ^ijnsi 

P = ^ (112) 

angegeben wird. Hierin ist E der Elastizitätsmodul, S das kleinste 
Trägheitsmoment des Querschnitts und l die Stablänge. Man sieht 
immer nur einen gewissen Bruchteil von F (bei Walzeisen etwa ^) 
fds zulässige Belastung des Stabes an. Vorausgesetzt wird dabei 
natürlich, daß bei dieser Belastung die zulässige Druckspannung 
nicht überschritten wird. 

Wenn die Enden ganz oder teilweise eingespannt, d. h. gegen 
eine Drehung gestützt sind, wird das Ausknicken natürlich er- 
schwert. Man trägt dem dadurch Rechnung, . daß man als „freie 
Knicklänge" nicht die ganze Länge /, sondern einen Bruchteil da- 
von einsetzt. Bei ganz eingespannten Enden vermindert sich die 
freie Knicklänge auf 0,5?, bei weniger sicherer Einspannung ist 
sie entsprechend größer anzusetzen. Ist das eine Ende eingespannt 
und das andere gar nicht festgehalten, sodaß es sich auch senk- 
recht zur Stabachse verschieben kann, so ist die freie Knicklänge 
gleich 2/ zu setzen. — Diese vorläufigen Bemerkungen müssen hier 
genügen. 

Die Beanspruchung auf Torsion oder Verwindung 
wird durch ein Kräftepaar hervorgerufen, dessen Ebene mit dem 
Endquerschnitte des Stabes zusammenfällt. Das Moment des Kräfte- 
paares heißt das Verwindungsmoment und sei mit M bezeichnet. 
Den Anfangs querschnitt des Stabes muß man sich festgehalten 
denken. In jedem Zwischenquerscbnitte treten Schubspannungen 
auf, die sich ebenfalls zu einem Kräftepaare vom Momente M zu- 
sanoimensetzen lassen müssen. Ein Anlaß zum Auftreten von Nor- 
malspannungen ist nicht gegeben; es sei. denn, daß neben dem 
Verwindungsmomente noch eine Biegungsbelastung auftritt, was 
freilich oft genug vorkommt. Hier schließe ich aber die Unter- 
suchung solcher Fälle der zusammengesetzten Festigkeit aus und 
betrachte nur die Beanspruchung auf Torsion für sich. 

Die Verteilung der Schubspannungen über den Querschnitt 
hängt wesentlich von der Querschnittsform ab. Sie befolgt im all- 
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gemeinen ein viel verwickelteres Gesetz als die Verteilung der 
Biegungsspannungen und macht selbst schon beim rechteckigen 
Querschnitte eingehende Untersuchungen nötig, die erst im dritten 
Bande durchgeführt werden können. Einfach wird diese Verteilung 
nur beim kreisförmigen oder kreisringförmigen Querschnitte. Zu- 
gleich ist diese Querschnittsform aber auch die wichtigste; auf 
ihre Untersuchung beschränke ich mich hier. 

Infolge der elastischen Formänderung der Welle unter dem 
Einflüsse des Verwindungsmoments erfährt der Endquerschnitt eine 
Drehung um die Stabachse gegen den Anfangsquerschnitt. Der 
Winkel heißt der Verdrehungswinkel. Auch zwei benachbarte Quer- 
schnitte verdrehen sich ein wenig gegeneinander. Dadurch tritt 
eine relative Verschiebung von je zwei gleich gelegenen Punkten 
beider Querschnitte auf, die senkrecht zu dem zugehörigen Eadius 
steht und der Entfernung von der Stabachse proportional ist. Dar- 
aus ist zu schließen, daß auch die Spannungen im Querschnitte 
proportional dem Abstände von der Mitte zunehmen. Beim kreis- 
förmigen Querschnitte kann also bei der Verwindung ebenso wie 
bei der Biegung auf ein lineares Spannungsverteilungsgesetz ge- 
rechnet werden. Zwischen den Schubspannungen x und x in den 
Abständen r und e von der Mitte besteht hiernach die Proportion 

X r , r 

—r == — , woraus t = t — 

folgt. Die Momentengleichung liefert 

M = CxdF • r = y Cr^dF, 

wobei sich die Summierung über den ganzen Querschnitt erstreckt. 
Die Summe Jr^dF ist das polare Trägkeitsmoment & der Kreis- 
fläche. Die Auflösung nach t' liefert 

^' = 1- (113) 

Die größte Spannung tritt am Umfange auf. Dort ist e = a, 
wenn der Kreishalbmesser mit a bezeichnet wird. Der Trägheits- 
halbmesser des Kreises ist nach der in Aufg. 21 durchgeführten 

Rechnung gleich -yl/2 . Setzt man dies ein, so erhält man für 

die größte Spannung, von der die Festigkeit der Welle abhängt^ 

T= — g- (114) 

Für alle weitem Untersuchungen über Elastizität und Festigkeit 
muß auf den dritten Band der Vorlesungen verwiesen werden. 
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Aufgaben. 

34. Aufgabe. Für Luftziegel fand Bauschinger 1^20,6 atm, 
V = 15,8 atm. Wieviel kann ein daraus errichteter Pfeiler vom 
Querschnitte 25 X 50 cm und 4 m Höhe tragen^ wenn der Sicher- 
heit wegen nur 0,1 der Bruchlast für zulässig angesehen unrd? 

Lösung. Der Querschnitt F ist Hier gleich 1250 cm*, daher 
yF — 35,4 cm; der Umfang w — 150 cm, daher --= 37,5 cm. Die 
spezifische Bruchbelastung folgt daraus zu 



l/g;*(20,6 + 15,8.^) =21,3 atm. 

Die zulässige Belastung P ist daher 

P« 2,13- 1250 = 2660 kg. 

Anmerkung. Bei dieser Berechnung ist übrigens stillschwei- 
gend vorausgesetzt, daß die Mörtelbänder zwischen den einzelnen 
Steinschichten eine ausreichende Druckfestigkeit haben. In der Tat 
wird die zulässige Belastung von Mauerpfeilem mit Bücksicht auf 
die Festigkeit des Mörtels gewöhnlich ziemlich unabhängig von der 
Festigkeit der verwendeten Steine gewählt. Jedenfalls sollte aber 
die Belastung niemals größer genommen werden, als aus der vor- 
hergehenden Rechnung folgt. 

35. Aufgabe. Ein Wasserturm von 20 m Höhe ist aus Steinen 
errichtet, die überall mit 10 aim beansprucht werden sollen wnd deren 
spezifisches Gewicht gleich 2 ist. Wievielmal so groß muß der Quer- 
schnitt am Fuße sein, als am oberen Ende, das die Wasserbelastrmg 
unmittelbar aufnimmt? 

Lösung. Nach Gl. (106), die für Druckbelastung ebenso wie 
für Zug gültig bleibt, ist 

F'^F^e'' . 

kg 
Hier ist, wenn wir alle Längen in m ausdrücken, y = 2000 — g, 

X = 100000 -^ und aJ = 20 m. Daher wird 

m 

F^F^e^^^ 1,492 JPo- 

Der horizontale Mauerquerschnitt des Turmes muß also wegen des 
Eigengewichtes unten um nahezu 50% größer sein als oben. 
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Der Stoß fester Körper. 



§ 49. Der gerade zentrale Stoß. 

Ein Stoß findet statt, wenn eich zwei Körper aufeinander 
zu bewegen und dabei mit den Oberflächen in Berührung 
kommen. Die ündurchdringlichkeit der Körper gibt dann einen 
geometrischen Grund für eine plötzliche Änderung der Relativ- 
bewegung ab. Jeder Grund für die Änderung einer Bewegung 
ist aber eine Kraft. Die hier auftretende Kraft wird als der 
Stoßdruck bezeichnet. Da die Änderung der Bewegung sehr 
schnell erfolgt, die Beschleunigung oder Verzögerung der sich 
stoßenden Körper daher sehr groß ist, erlangt auch der Stoß- 
druck in der Kegel einen sehr großen Wert. Daher kommt 
es, daß beim Stoße leicht ein Bruch oder wenigstens eine 
bleibende Formänderung der gestoßenen Körper eintritt. Davon 
macht man in der Technik oft mit Vorteil Gebrauch, z. B. 
beim Arbeiten mit dem Hammer. Wenn die beiden aufein- 

• 

ander stoßenden Körper absolut starr wären, müßte die Ge- 
schwindigkeitsänderung ohne jeden Zeitaufwand erfolgen; die 
Beschleunigung oder Verzögerung und hiermit auch der Stoß- 
druck würden dann unendlich groß werden. — Einer unendlich 
großen Kraft vermag aber kein Körper zu widerstehen; er 
müßte, wenn er keiner anderen Formänderung fähig wäre, 
mindestens zerbrechen. Man erkennt daraus, daß es bei der 
Behandlung des Stoßes nicht genügen kann, sich beide Körper 
als absolut starr vorzustellen. Oft wird zwar in der Mechanik 
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von den Stoßgesetzen für starre Körper gespfochen; aber mit 
Unrecht. Das Bild des starren Körpers ist bei der Unter- 
suchung der Stoß Vorgänge ganz unzureichend, um die Er- 
scheinungen der Wirklichkeit darzustellen. 

Der Stoßdruck ist wie jede andere Kraft dem Weehsel- 
wirkungsgesetze unterworfen. Er ist also für beide Körper 
von gleicher Größe und von entgegengesetzter Richtung. Wegen 
des großen Wertes, den er gewöhnlich erreicht, übertriiBFt er 
die unabhängig von dem Stoße sonst etwa noch an den ge- 
stoßenen Körpern angi-eifenden Kräfte so bedeutend, daß man 
während des Stoßes diese oft ganz vernachlässigen kann. Man 
sieht dann am besten von vornherein von diesen Kräften, also 
z. B. von dem Gewichte der Körper, vollständig ab und be- 
handelt die Aufgabe so, als wenn die Körper frei, also unbeein- 
flußt von allen anderen aufeinander stießen. Unzulässig ist 
diese Betrachtung freilich dann, wenn der Stoß selbst dazu 
führt, daß an anderen Stellen, etwa an Auflagerungen oder 
Führungen, Zwangskräfte auftreten, die sonst nicht vorhanden 
wären. Denn diese können sehr wohl von gleicher Größen- 
ordnung mit dem Stoßdrucke sein. Jedenfalls soll aber zu- 
nächst der Stoß von zwei völlig frei aufeinandertreffenden 
Körpern behandelt werden. 

Beim Stoße kommt es nur auf die ßelativbewegung beider 
Körper gegeneinander an. Denn eine Bewegung, die etwa 
beide gemeinsam miteinander ausführen, hat keinen Einfluß 
auf die Annäherung der Körper vor dem Stoße, die sich auch 
während des Stoßes infolge der Formänderung noch für kurze 
Zeit fortsetzt. Sie ist daher auch ohne Einfluß auf den Stoß- 
druck und auf die von ihm bewirkten Geschwindigkeitsände- 
rungen. Die gemeinsame Bewegung wird durch den Stoß 
nicht gehindert und nicht geändert, und man kann daher zu- 
nächst ganz von ihr absehen. Alle Fälle des Stoßes von zwei 
freien Körpern gegeneinander lassen sich daher darauf zurück- 
führen, daß der eine Körper ruht, während der andere mit der 
relativ zu diesem Körper genommenen Bewegung auf ihn zu- 
kommt. Wir wollen diesen zur Vereinfachung der Beschrei- 
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buBg den stoßenden^ den ruhenden Körper aber den gestoßenen 
nennen, obschon sich eigentlich beide gegenseitig stoßen. In 
der Tat hängt es ganz von unserem Belieben ab, welchen von 
beiden Körpern wir uns ruhend und welchen wir uns auf ihn 
zu kommend denken wollen. Es wird also durch diese Ver- 
teilung beider RoUen kein grundsätzlicher Unterschied zwischen 
beiden Körpern gemacht. 

Von dem eben beschriebenen Falle wollen wir jetzt aus- 
gehen. Der Stoß beginnt, sobald die Oberfläche des stoßenden 
Körpers gerade in Berührung mit der Oberfläche des gestoßenen 
Körpers gekommen ist. In der Regel wird die Berührung 
zunächst nur in einem einzigen Punkte stattfinden. Bei einem 
von beiden Körpern kann dieser Punkt eine Ecke oder auch 
eine Spitze bilden. Ein zufälliges Zusammentreffen von zwei 
Ecken miteinander ist aber im allgemeinen nicht zu erwarten; 
jedenfalls wollen wir diesen Fall jetzt ausschließen. Wenn der 
Berührungspunkt bei keinem von beiden Körpern eine Ecke 
bildet, haben die Oberflächen der Körper an dieser Stelle eine 
gemeinsame Berührungsebene. Im Berührungspunkte denken 
wir uns entweder zu dieser gemeinsamen Berührungsebene oder 
wenigstens zu der Oberfläche des einen Körpers, wenn der 
andere mit einer Ecke auftrifft, eine Normale gezogen, die wir 
als die Stoßnormale bezeichnen wollen. 

Der Stoß wird gerade genannt, wenn der stoßende Körper 
nur eine Translationsbewegung besitzt, deren Richtung mit 
jener der Stoßnormalen zusammenfällt. An der Berührungs- 
stelle bewegen sich dann beide Körper gerade aufeinander zu, 
und es fehlt jede Bewegungskomponente, die ein Gleiten der 
einen Körperoberfläche gegen die andere zur Folge hätte. 
Dann ist auch keine Veranlassung zum Auftreten einer Reibung 
zwischen beiden Oberflächen gegeben. Der Stoßdruck fällt da- 
her in die Richtung der Stoßnormalen. 

Der Stoß wird ferner zentral genannt, wenn die Stoß^ 
normale durch die Schwerpunkte beider Körper geht. Mit dem 
Falle, daß der Stoß gleichzeitig gerade und zentral ist, wollen 
wir uns in diesem Paragraphen näher beschäftigen. Er läßt 
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sich am einfachsten erledigen^ weil bei ihm gar keine Drehungen 
vorkommen. Denn auch während des Stoßes können beide 
Körper keine Drehbewegungen annehmen , da der Stoßdruck^ 
der mit der Richtung der Stoßnormalen zusammenfällt, durch 
die Schwerpunkte beider Körper geht. Wenn es überhaupt 
genügte, die Körper als starr zu betrachten, könnte man sie 
daher im Falle des geraden zentralen Stoßes ebenso gut auch 
unter dem einfacheren Bilde materieller Punkte auffassen. 
Beide Bilder genügen aber hier nicht wegen der Notwendig- 
keit, auf die Formänderungen zu achten, die die Körper während 
des Stoßes erleiden. 

Am einfachsten stellt man sich beide Körper als zwei 
Kugeln vor, von denen die eine auf die andere in der Rich- 
tung der Verbindungslinie beider Mittelpunkte zu kommt. In- 
dessen ist eine solche spezielle Annahme gar nicht nötig, 
sondern nur, daß die vorher angeführten Merkmale des geraden 
zentralen Stoßes zutreflFen. 

Unmittelbar nach Beginn des Stoßes dauert die Relativ- 
bewegung beider Körper noch einige Zeit fort, indem sie stetig 
bis auf Null hin abnimmt. So lange sie noch nicht zu Null 
geworden ist, findet noch eine Annäherung der Schwerpunkte 
beider Körper gegeneinander statt. Diese Annäherung wird 
ermöglicht durch die Formänderung, die beide Körper an der 
Berührungsstelle erfahren. Je größer die Abplattung schon 
geworden ist, desto größer wird auch die ihr entsprechende 
Kraft. Der Stoßdruck wächst daher während des Stoßes all- 
mählich an, so lange bis die größte Abplattung erreicht, also 
bis die Relativgeschwindigkeit der Körper zu Null geworden 
ist. Beide Körper haben dann gleiche Geschwindigkeit erlangt. 
Der gestoßene wurde durch den Stoßdruck beschleunigt und 
die Geschwindigkeit des stoßenden wurde verzögert, bis beide 
Geschwindigkeiten einander gleich geworden sind. Die Zeit 
vom Beginne des Stoßes bis zu diesem Augenblicke wird als 
die erste Stoßperiode bezeichnet. 

Wir wollen zunächst die gemeinsame Geschwindigkeit u 
beider Körper am Ende der ersten Stoßperiode berechnen. 
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Die Geschwindigkeit des stoßenden Körpers vor dein Stoße 
sei v^y sein Gewicht Q^^, und das Gewicht des vorher ruhenden, 
gestoßenen Körpers sei ^3. Nach dem Satze vom Antriebe 
Gl. (24) ist 

wenn der Stoßdruck in einem gegebenen Augenblicke mit ^ 
bezeichnet wird. Nach dem Wechselwirkungsgesetze ist aber 9ß 
für beide Körper von gleicher Größe und entgegengesetzter 
Richtung. Der Gewinn an Bewegungsgröße des einen Körpers 
ist daher gleich dem Verluste der Bewegungsgröße des anderen. 
Anstatt dessen kann man auch sagen, daß die Summe der 
Bewegungsgrößen beider Körper vor, während und nach dem 
Stoße in jedem Augenblicke denselben Wert behält. Für das 
Ende der ersten Stoßperiode folgt daraus 

9 9 ^ 

und hieraus 

Auf den Fall, daß der eine Körper vor dem Stoße ruhte^ 
läßt sich zwar, wie wir sahen, jeder andere zurückführen. Um 
die dazu erforderliche Betrachtung nicht jedesmal von neuem 
ausführen zu müssen, ist es aber zweckmäßig, sofort noch den 
anderen, häufig vorkommenden Fall ins Auge zu fassen, daß 
sich beide Körper vor dem Stoße in der Richtung der Ver- 
bindungslinie ihrer Schwerpunkte bewegten. Zunächst mögen 
sich beide in der gleichen Richtung bewegen. Der Körper Q^ 
möge mit der Geschwindigkeit v^ vorangehen und von dem 
Körper Q^ mit der größeren Geschwindigkeit v^ eingeholt 
werden. Dann folgt aus dem Satze vom Antriebe, wie vorher 

9 9^9^ 

und hieraus 

^ ^Q.^._±Q._h. . (116) 

Vi ~r V2 
Bewegten sich beide Körper vor dem Stoße aufeinander zu, 
also in entgegengesetzter Richtung, so ist v^ der umgekehrten 
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Richtung wegen negativ in diese Formeln einzuführen, während 
sich im übrigen nichts ändert. Ein positives Vorzeichen von u 
bedeutet dann, daß die gemeinsame Geschwindigkeit beider 
Körper am Ende der ersten Stoßperiode gleichgerichtet mit v^ 
ist, ein negatives Vorzeichen, daß sie in die Richtung von v^ fällt. 
Die Bewegungsgröße bleibt also im ganzen beim Stoße 
ungeändert, was auch schon aus dem Satze von der Bewegung 
des gemeinsamen Schwerpunktes des aus beiden Körpern ge- 
bildeten Punkthaufens zu schließen gewesen wäre. Anders ist 
es aber' mit der lebendigen Kraft. Diese erfährt während der 
ersten Stoßperiode einen Verlust, den wir mit Verl bezeichnen, 
und den wir berechnen wollen. Vor dem Stoße war die leben- 
dige Kraft beider Körper 

Am Ende der ersten Stoßperiode ist sie 
Q. + Q, 



^9 



9 



oder H"^^ ß^^-tt'^) 



Der Verlust an lebendiger Kraft ist die Differenz beider 
Werte, also 

2g . Verl = Q,v,^ + Q,v,' - ^9i^^^^l, 

Zieht man die Glieder auf der rechten Seite zusammen und 
ordnet sie, so erhält man 

Verl == - ^' ^' • -^' ""^ . n 17^ 

Q. + Q. ^9 ^ ^ 

Auch diese Formel bleibt ohne weiteres anwendbar, wenn % 
negativ, also entgegengesetzt mit v^ gerichtet ist. Man er- 
kennt, daß der Verlust nur von der Relativgeschwindigkeit 
^1 "■ ^2 abhängt, was auch von vornherein zu erwarten war. 
Der Verlust an lebendiger Kraft ist gleich der Arbeit,, 
die zur Formänderung der Körper während der ersten Stoß- 
periode aufgewendet wurde. Wenn man das Gesetz kennt^ 
nach dem sich der Stoßdruck P mit der bereits erreichten 
Abplattung ändert, kann man eine Gleichung aufstellen, die 
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zur Berechnung vou P verwendet werden kann. Die Summe 
der Abplattungen^ also die Annäherung der Schwerpunkte 
beider Körper während der ersten Stoßperiode sei mit a be- 
zeichnet. Weiß man, daß P in jedem Augenblicke proportional 
mit der bereits erreichten Abplattung ist, so ist ^Pa die zur 
Pormänderung aufgewendete Arbeit, und man hat 

iPa = Verl = ^^(^'. (118) 

Dazu kommt noch eine Gleichung von der Form P == ca, in 
der der Proportionalitätsfaktor c als gegeben zu betrachten ist. 
Gl. (118) gestattet dann die Berechnung sowohl von P als 
von a. 

Die Annahme, daß Stoßdruck und Abplattung proportional 
miteinander sind, ist z. B. zulässig, wenn zwei Eisenbahnwagen 
mit geringer Geschwindigkeit aufeinander stoßen, sodaß die 
Formänderung im wesentlichen im Zusammendrücken der 
Pufferfedem besteht. Bei Aufgaben dieser Art kennt man 
gewöhnlich auch von vornherein den Zusammenhang zwischen 
P und a, also den Proportionalitätsfaktor c. 

Setzt man a in Gl. (118) gleich Null, so folgt P== cx), 
d. h. für starre Körper müßte der Stoßdruck unendlich groß, 
oder richtiger — da dieses Resultat keinen Sinn hat — für 
wenig deformierbare Körper muß der Stoßdruck sehr groß 
werden, was wir schon früher schlössen. 

Das Hookesche Gesetz der Proportionalität zwischen der 
Formänderung und der Spannung von Körpern in Stabform 
gilt für manche Körper überhaupt nicht, für andere wenigstens 
nur bis zu einer gewissen Grenze. Schon daraus folgt, daß 
G^l. (118) nicht immer angewendet werden kann, da der Stoß- 
druck P, wenn er nicht durch Einschaltung von Federn, also 
durch ein großes a abgeschwächt ist, sehr groß wird. Aber 
auch abgesehen davon, also schon bei Stößen von geringer 
Geschwindigkeit, durch die ein Überschreiten der Proportio- 
nalitätsgrenze nicht herbeigeführt wird, kann auch bei Körpern, 
die dem Hookeschen Gesetze gehorchen, nicht ohne weiteres 
T ^ ca gesetzt werden. Jenes Gesetz gilt eben zunächst nur 
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für Körper von stabförmiger Gestalt oder auch für einzelne 
Elemente eines anders gestalteten Körpers, es kann aber nicht 
ohne weiteres auf die gesamte Formänderung eines beliebig 
gestalteten Körpers übertragen werden. Wenn z. B. zwei Kugeln 
aufeinander gedrückt werden, nimmt nach einer Untersuchung 
Yon Hertz, über die in einem anderen Bande dieser Vorlesungen 
näher berichtet ist, die Kraft mit der -|*®" Potenz der bereits 
erreichten Abplattung x zu, also 

und hieraus 



a 



I Pdx = 1 x^dx = c ' f a^ = f aPmax, 



und an Stelle von 0,5Pa auf der linken Seite von Gl. (118) 
ist demnach hier 0,4 Pa einzuführen. Ganz anders gestaltet 
sich natürlich wieder der Zusammenhang zwischen P und Xy 
wenn bleibende Formänderungen o.dcr überhaupt Abweichungen 
vom Hook eschen Gesetze eintreten oder wenn etwa zwei 
plastische Körper aufeinander stoßen. Wenn es sich nur um 
eine ungefähre Abschätzung handelt, wird man aber in der 
Regel von Gl. (118) mit hinlänglicher Genauigkeit auch in 
solchen Fällen Gebrauch machen können. 

Ich komme jetzt zum Verhalten der Körper nach Ablauf 
der ersten Stoßperiode. Dieses hängt vornehmlich vom Elasti- 
zitätsgrade ab. Wenn beide Körper vollkommen plastisch sind, 
ist der Stoß mit der ersten Stoßperiode bereits beendigt. Beide 
Körper setzen dann ihren Weg mit der gemeinsamen Ge- 
schwindigkeit u ohne weitere Änderung fort. Der Stoßdruck 
sinkt plötzlich bis auf Null herab, sobald sich die Körper 
nicht mehr einander nähern, denn ein Bestreben zur Rück- 
bildung der vorher erlittenen Formänderung besteht beim 
plastischen Körper nicht. Als Beispiel für einen rein plasti- 
schen Stoß möge hier das früher vielfach zur Messung der 
Geschwindigkeit von Geschossen verwendete ballistische Pendel 
angeführt werden. Man stelle sich einen Kasten vor, der etwa 
mit Erde angefüllt und an einer langen Stange als Pendel 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 8. Aufl. 21 
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aufgehängt ist. Ein 6eschoß, das in den Kasten eindringt 
und darin stecken bleibt, übt einen plastischen Stoß aus und 
die nach 61. (115) berechnete Geschwindigkeit u gibt sofort die 
Geschwindigkeit nach Beendigung des Stoßes an. Die Auf- 
hängung des Kastens an der Stange als Pendel hat nur den 
Zweck, aus dem zu beobachtenden Pendelausschlage (nach 
dem Satze von der lebendigen Kraft) einen Schluß auf die 
Geschwindigkeit u am Ende des Stoßes zu ziehen und hier- 
nach die Geschwindigkeit v^ des Geschosses aus dem Pendel- 
ausschlage zu berechnen. 

Ein solcher Stoß, der mit der ersten Stoßperiode bereits 
zu Ende ist, wird oft als ein Stoß starrer Körper ausgegeben, 
offenbar aber mit Unrecht. Ein starrer Körper kann ebenso- 
wohl als Grenzfall eines vollkommen elastischen Körpers mit 
sehr hohem Elastizitätsmodul wie als Grenzfall eines voll- 
kommen plastischen Körpers von großer Härte angesehen 
werden. Je nachdem das eine oder andere angenommen wird, 
gelangt man zu verschiedenen Schlüssen über das Verhalten 
starrer Körper beim Stoße. Dies zeigt eben nur von neuem, 
daß . der Stoß starrer Körper kein physikalisch zulässiges 
Problem bildet. 

Wenn der Elastizitätsgrad von Null verschieden ist, hört 
der Stoßdruck mit dem Ende der ersten Stoßperiode noch 
nicht auf. Die Formänderung wird wieder rückgängig und 
die Schwerpunkte entfernen sich dabei voneinander. Die Zeit, 
während der dies geschieht, bis zu dem Augenblicke, in dem 
sich die Körper wieder trennen, heißt die zweite Stoß- 
periode. Eine Trennung muß nämlich zuletzt wieder ein- 
treten, denn die zu Anfang der zweiten Stoßperiode gleiche 
Geschwindigkeit u wird durch den Stoßdruck bei beiden Kör- 
pern im entgegengesetzten Sinne geändert. Die Geschwindig- 
keiten zu Ende der zweiten Stoßperiode, also auch am Ende 
des ganzen Stoßes, seien mit tv^ und w^ bezeichnet. Wir 
wollen sie zunächst unter der Annahme berechnen, daß der 
Stoß vollkommen elastisch erfolgte. 

Zur Berechnung von w?^ und W2 stehen uns zwei Wege 
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offen. Beim vollkommen elastischen Stoße wird die Form- 
änderungsarbeit, die gleich dem in Gl. (117) berechneten Ver- 
luste an lebendiger Kraft ist, umkehrbar aufgespeichert und 
nach Ablauf des ganzen Stoßes hat sie sich wieder vollständig 
in lebendige Kraft zurückverwandelt. Die Unbekannten w^ 
und w^ sind daher durch die beiden Bedingungen bestimmt, 
daß die Summe der lebendigen Kräfte und auch, wie bei 
jedem Stoße, die Summe der Bewegungsgrößen nach dem 
Stoße so groß sein müssen, wie vor dem Stoße. Das ist der 
eine Weg; beim anderen achtet man darauf, daß beim Rück- 
gängigwerden der vollkommen elastischen Formänderung zu 
jeder Abplattung dieselbe Kraft gehört, wie beim Anwachsen 
der Formänderung während der ersten Stoßperiode. Jedem 
Augenblicke der ersten Stoßperiode entspricht also ein Augen- 
blick der zweiten Stoßperiode mit der gleichen Abplattung, 
dem gleichen Stoßdrucke und daher auch der gleichen Be- 
schleunigung oder Verzögerung für beide Körper. Aus der 
Gleichheit der Beschleunigungen in beiden Stoßperioden folgt 
auch, daß gleich viel Zeit verfließt, bis in der zweiten Stoß- 
periode eine gewisse Abplattung auf einen kleineren Wert 
abnimmt, als vorher in der ersten Stoßperiode erforderlich 
war, um die gleiche Zunahme zu bewirken. Die in beiden 
Stoßperioden einander entsprechenden Augenblicke sind daher 
zeitlich gleich weit vom Ende der ersten Stoßperiode entfernt. 
Beide Stoßperioden liegen der Zeit nach symmetrisch zu dem 
Momente, der ihre Grenze bildet; die eine verhält sich etwa 
wie ein Spiegelbild zu der anderen. 

Aus dieser Betrachtung folgen die Endgeschwindigkeiten 
w^ und w^ fast ohne Rechnung. Die Gesamtänderung der 
Geschwindigkeit muß nämlich in der zweiten Stoßperiode für 
jeden Körper ebenso groß sein, als in der ersten. Wenn sich 
also zuerst v^ bis auf w, also um v^— u änderte, so muß sich 
in der folgenden Stoßperiode u nochmals um v^ — u und im 
gleichen Sinne ändern; man hat also 

Wj^ = u —(vj^— u) = 2u — v^. 

Einfacher ist es vielleicht noch, wenn man sagt, daß die 

21* 
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Geschwindigkeit u an der Grenze beider Stoßperioden das 
arithmetische Mittel aus den Geschwindigkeiten vor und nach 
dem Stoße ist. Diese Aussage deckt sich mit der voraus- 
gehenden Gleichung. Ebenso wird auch 

und wenn man den Wert von u aus GL (116) einsetzt, er- 
hält man 



^"" Qi + Q. 



W^ = 



> • 



(119) 



^ Qi + Q. 

Es bleibt jetzt noch übrig, die Summe der lebendigen 
Kräfte am Ende des Stoßes, also den Ausdruck L 

2^ "^ 25f 

ZU berechnen. Die unmittelbare Einführung der Werte von 
w^ und w^ aus den Gleichungen (119) führt zu einer langen 
und daher schwer zu übersehenden Rechnung. Ich behalte 
daher zunächst u bei und setze 

= 4^2ÖL+_ft _ 4^ÖiJi+_ÖsL?i 1 ^ii+ ?« V. 
25f 2;g "^ 2^ 

Die beiden ersten Glieder auf der rechten Seite dieser Glei* 
chung heben sich aber gegeneinander weg. Den Faktor Au^ 
haben nämlich beide gemeinsam; außerdem kommt im ersten 
Gliede der Faktor u noch einmal vor. Setzt man nun an 
Stelle dieses Faktors u den durch Gl. (116) gegebenen Wert 
von w, so geht in der Tat, wie man sofort erkennt, das erste 
^iied in denselben Ausdruck über, wie das zweite; beide heben, 
sich also gegeneinander fort. Das hiemach allein übrig blei- 
bende dritte Glied stellt die lebendige Kraft Lq vor dem Stoße 
dar und wir können daher an Stelle der vorausgehenden. 
Gleichung auch ^ ^ /lorkN 

schreiben. Wir haben uns damit nur überzeugt, daß man. 
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auch auf dem jetzt eingeschlagenen Wege zur Berechnung von 
w^ und w^ zu der Folgerung gelangt^ daß die lebendige Kraft 
beider Körper nach dem Stoße ebenso groß ist, als vor dem 
Stoße. Für den vollkommen elastischen Stoß ist dies aber 
ein selbstverständliches Resultat; wir hätten daher ebenso gut 
auch M?! und w^ berechnen können, indem wir von Gl. (120) 
ausgegangen wären und die Gleichung der Bewegungsgrößen 

^1^1 + ^2^2 = Ql^l + Ö2^'2 

dazu genommen hätten. 

§ 50. Anwendung auf Schlagwerke und Ranunen. 

Bei einem Schlagwerke ist der in Gl. (117) berechnete, 
in Formänderungsarbeit umgewandelte Verlust an lebendiger 
Kraft*" gerade 'die.Nutz^rbeit und man sucht daher diesen Be- 
trag möglichst groß zu machen. Es geUngt nämlich nicht, 
die lebeudige Kraft des auftrfeffenden Hammers oder Bars voll- 
ständig in Formänderungsarbeit umzWandeln, weil unter dem 
starken Stoßdrucke auch der Amboß oder überhaupt die Unter- 
lage des gestoßenen Körpers etwas nachgibt. Am Ende der 
ersten Stoßperiode haben daher Hammer, Werkstück und Am- 
boß eine Geschwindigkeit u nach abwärts, die nachher unter 
dem sich ihr widersetzenden Bodendrucke freilich schnell 
erlischt. Die itr Formänderung des Werkstückes verwendete 
Energie wird um so größer, je schwerer der Amboß ipa Ver- 
gleiche zum Hammer ist. Daraus ergibt sich die Vorschrift, 
den Amboß aus einem großen Metallstücke herzustellen, das 
wo möglich mit großen Fundamentmassen gut verankert sein 
«oll, um auch diese zur Vergrößerung von Q^ mitwirken zu 
lassen. - - a 

Unter dem Wirkungsgrade eines Schlagwerkes versteht 
man das Verhältnis der in Form^nderungsarbeit verwandelten 
Energie zur kinetischen Energie des auftreflfenden Hammers. 
Dieser Wirkungsgrad hängt auch von dem Werkstücke ab/ 
Um sich davon unabhängig zu machen, kann ^an ein Werk- 
stück wählen, das für die Aufnahme der Formänderungsarbeit 
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möglichst günstig ist; maß findet dann den von der Kon- 
struktion des Schl^igwerkes allein abhängigen Wirkungsgrad. 
Hierzu eignet sich am besten ein Zylinder von weichem Kupfer, 
dessen Höhe man gleich dem Durchmesser macht. Der Zylinder 
wird unter dem Schlage des Hammers zuBammengedröckt. Hat 
man nun andere Zylinder von derselben Stange unter einer 
Presse zusammengedrückt und die jedem Grade der Zusammen- 
drückung entsprechende Kraft beobachtet, so folgt daraus die 
Formänderungsarbeit, die erforderlich ist, um die Zusammen- 
drückung um ein gegebenes Maß herbeizuführen. Der Ver- 
gleich mit der lebendigen Kraft des auftreffenden Hammers 
liefert den gesuchten Wirkungsgrad. 

Man kann den Wirkungsgrad auch anders definieren, nämlich 
so, daß dabei schon auf die Reibung in der Führung des Hammers 
Rücksicht genommen wird. Bei einem Hammer, der in einer Füh- 
rung herabfällt, wird nämlich ein Teil der potentiellen Energie, 
die der Hammer infolge seines Hubes hatte, zur Überwindung der 
Reibungswiderstände in der Führung verbraucht. Der Hammer 
trifft daher schon mit geringerer Geschwindigkeit auf, als es den 
gewöhnlichen Fallgesetzen entsprechen würde. Nach dem, was 
früher über die Reibung in Führungen bemerkt wurde, folgt, daß 
man gut tut, die Hammerführung möglichst lang zu machen, um 
diesen Verlust zu verringern. Da es nun nicht leicht möglich ist, 
die Geschwindigkeit des auftreffenden Hammers unmittelbar zu 
messen, verfährt man am besten so, daß man die ursprünglich 
gegebene potentielle Energie des Hanmiers, also die Hubhöhe mul- 
tipliziert mit dem Hamm ergewichte, in Vergleich stellt mit der auf 
den Kupferzylinder übertragenen Formänderungsarbeit. Ein zur 
Anstellung genauer Versuche bestimmtes Schlagwerk muß auf diese 
Art vor seiner Benutzung geeicht werden. Man kann dazu auch 
Normalkupferzylinder verwenden, deren Verhalten vorher schon 
festgestellt wurde und die aus einer sich mit solchen Prüfungen 
befassenden Versuchsanstalt bezogen sind. 

Ein Schlagwerk von besonderer Art ist die zum Ein- 
schlagen von Pfählen bestimmte Ramme. Durch den Stoß- 
druck wird der Pfahl immer tiefer in den Boden getrieben. 
Je tiefer der Pfahl schon eingedrungen ist, desto größer ist 
die Kraft, die erforderlich ist, um ihn noch weiter zu treiben. 
Dies liegt nicht so sehr an dem Widerstände, den die Pfahl- 
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spitze erfährt, als an der vermehrten Reibung am Umfange 
des Pfahls. Der von dem Pfahle eingenommene Baum war 
vorher von Erde ausgefüllt, die jetzt seitlich verdrängt und 
dadurch stark zusammengedrückt ist. Der Erdboden ist aber 
nicht eine vollkommen plastische Masse, sondern er ist in 
mehr oder minder hohem Grade elastisch. Er sucht sich daher 
wieder auszudehnen und übt einen großen Druck von der Seite 
her auf den Umfang des Pfahles aus, der ihn an der Aus- 
dehnung hindert. Dieser Druck ist zunächst ein Normaldruck, 
also horizontal gerichtet. Ihm entspricht aber auch eine Rei- 
bung, die sich sowohl dem tieferen Eindringen des Pfahles, 
als dem Herausziehen widersetzt. Die Reibung wird um so 
größer, je größer der Normaldruck ist, also je tiefer der Pfahl 
. im Boden steckt. Beim tieferen Eindringen bleibt nämlich 
der Druck an den oberen Teilen des Umfangs bestehen, dazu 
kommt aber noch der Druck auf die unten hinzugetretene 
Umfangsfläche. Zugleich ist auch in den tieferen Schichten 
der Seiiendruck der Erde gegen den Pfahlumfang im all- 
gemeinen größer, weil die Erde dort schwerer seitlich ver- 
drängt werden kann. 

Wenn der Pfahl tief genug eingedrungen ist, vermag er 
eine große Last aufzunehmen, ohne weiter einzusinken. Bei 
der Theorie der Rammen handelt es sich vor allem darum, 
diese Tragfähigkeit P eines Pfahles zu berechnen, wenn die 
Bedingungen, unter denen er eingeschlagen wurde, bekannt 
sind. Als gegeben ist dabei außer dem Gewichte des Pfahls (^ 
und des Rammbärs Q sowie der Hubhöhe jff namentlich die 
Strecke Ä zu betrachten, um die der Pfahl unter einem der 
letzten Schläge weiter eingedrimgen ist. Da das durch einen 
einzigen Schlag hervorgebrachte Eindringen des Pfahls ge- 
wöhnlich sehr klein ist, rechnet man anstatt dessen häufig mit 
dem Wege,' der unter einer Anzahl n aufeinander folgender 
Schläge zurückgelegt wird. Diese Strecke wird von Zeit zu 
Zeit während der Ausführung der Rammarbeit gemessen und 
aus ihr ein Schluß auf die Tragfähigkeit P des Pfahles ge- 
zogen. In den folgenden Formeln soll indessen unter % überall 
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der w*® Teil dieser Strecke, also die Abwärtsbewegung des Pfahles 
für einen Schlag, verstanden werden. 

Die theoretische Überlegung, auf der die Rechnung be- 
ruht, läßt freilich in allen Fällen viel zu wünschen übrig. 
Man ist bisher noch nicht einmal darin übereingekommen, 
welcher Auffassung des Vorganges man den Vorzug geben soll. 
Die verschiedenen, ziemlich weit voneinander abweichenden 
Formeln, die heute im praktischen Gebrauche stehen, gründen 
sich nämlich auf zwei völlig voneinander verschiedene Vor- 
stellungen, von denen jede ihre Anhänger zählt. Daß sich 
eine Entscheidung zwischen beiden noch nicht herbeiführen 
ließ, liegt zunächst daran, daß es auch sehr auf das besondere 
Verhalten des Bodens im einzelnen Falle ankommt und ferner 
an der Schwierigkeit, die Grenze der Tragfähigkeit eines Pfahles 
unmittelbar durch einen Belastungsversuch zu messen, also die 
Folgerungen der beiden Theorien mit der Wirklichkeit zu ver- 
gleichen. Unter diesen Umständen bleibt zunächst nichts an- 
deres übrig, als sich mit den Grundlagen beider Theorien 
bekannt zu machen. 

Die erste Theorie geht davon aus, während der ersten 
Stoßperiode den Pfahl als freien Körper zu betrachten und die 
Geschwindigkeit u am Ende dieser Stoßperiode nach Gl. (116) 
zu berechnen, also 

Qv Q 



""^Q + W^Q + Q^^^^ 
zu setzen. Von jetzt ab berücksichtigt man erst den ver- 
zögernden Einfluß der Pfahlreibung, während man umgekehrt 
auf den noch in die zweite Stoßperiode hinein fortdauernden 
Stoßdruck keine Rücksicht mehr nimmt. Dadurch, daß man 
in der ersten Stoßperiode nur den Stoßdruck, in der zweiten 
nur die Pfahlreibung in Ansatz bringt, obschon beide einander 
entgegenwirkenden Kräfte den ganzen Stoß hindurch andauern, 
bringt man vielleicht in manchen Fällen einen Ausgleich zu- 
stande, durch den die bei den einzelnen Vernachlässigungen 
begangenen Fehler ziemlich aufgehoben werden. Sehr befrie- 
digend ist ein solches Vorgehen freilich nicht. 
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Um auf Grand dieser Anschauung P zu berechnen, braucht 
man nur die zur Überwindung von P auf dem Wege h ge- 
leistete Arbeit gleich der lebendigen Kraft des Pfahles bei 
der Geschwindigkeit u zu setzen. Es truf^t sich dabei, ob man 
auch die lebendige Kraft des Rammbärs am Ende der ersten 
StoBperiode in Ansatz bringen soll. Diese Frage ist zu be- 
jahen, denn wenn der Rammbär am P&hlkopfe haften bliebe, 
wäre er ohne Zweifel mitzurechnen; springt er aber in die 
Höhe, so erhält dadurch der Pfahl einen Antrieb nach der 
Gegenseite, wodurch das Eindringen noch mehr begünstigt wird, 
als wenn der Bär liegen bliebe. Die Gleichung lautet daher 

Setzt man hier u ein und löst nach P auf, so erhält man 

Die dem P£a>hle in Wirklichkeit zugemutete Last nimmt 
man immer nur als einen kleinen Bruchteil (etwa ein Zehntel) 
der berechneten Tragfähigkeit P an. Dadurch werden die 
Bedenken gegen ein so willkürliches Rechenverfahren freilich 
erheblich abgeschwächt. Ganz lassen sie sich aber dadurch 
keineswegs beseitigen, denn es ist aus dem ganzen Rechnungs- 
gange durchaus nicht zu erkennen, ob die Fehler unter Um- 
ständen nicht selbst so groß werden können, daß sie sich durch 
die Wahl der zehnfachen Sicherheit (oder einer ähnlichen) 
nicht mehr verdecken lassen. 

Vor allem trägt die Formel (121) einem recht erheb- 
lichen Umstände gar keine Rechnung. Man denke sich näm- 
lich den Rammbär von einer ganz geringen Höhe abgelassen. 
Wenn diese klein genug war, wird auch der Stoßdruck nicht 
ausreichen, um den Widerstand gegen das Eindringen des 
Pfahles zu überwinden. Der Pfahl wird dann, so oft man den 
Schlag auch wiederholen mag, überhaupt nicht weiter ein- 
sinken. Wollte man nun auf diesen Fall GL (121) anwenden, 
so erhielte man wegen Ä =« die Tragfähigkeit P« oo, also 
nicht nur ein falsches Resultat, sondern auch ein Resultat, 
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das durch die Wahl selbst eines beliebig hohen Sicherheits- 
koeffizienten nicht berichtigt werden könnte. 

Unter solchen Verhältnissen, wie sie bei der Bammarbeit 
in der Praxis gewöhnlich vorliegen, scheint sich die Formel 
indessen im allgemeinen gut bewährt zu haben und sie wird 
daher häufig angewendet. Freilich sieht man aus den letzten 
Bemerkungen, daß dabei eine gewisse Vorsicht am Platze ist. 

Die zweite Theorie faßt die im herabfallenden Rammbäre 
aufgespeicherte Energie ins Auge und forscht nach deren Ver- 
bleibe. Gegeben ist ursprünglich die Energie QH und in 
Nutzarbeit wird davon verwandelt der Betrag PA. Wäre der 
Wirkungsgrad ri im gegebenen Falle bekannt, so hätte man 

unmittelbar ^, ^^ 

Fh = 71 QH 

und hieraus P.*) Um aber ein Urteil über den Wirkungs- 
grad ri zu gewinnen, müssen wir uns Rechenschaft darüber 
geben, zu was der nicht in Nutzarbeit übergeführte Anteil der 
Energie QH verwendet wird. Ein Teil davon kommt ohne 
Zweifel auf den Stoßverlust beim Aufschlagen des Bars auf 
den Pfahl, das nicht vollkommen elastisch — aber auch nicht 
ganz plastisch — erfolgt. Der Sinn der zuerst vorgetragenen 
Theorie kommt offenbar darauf hinaus, diesem Energieverluste, 
freilich auf Grund willkürlicher Annahmen, Rechnung zu tragen. 
Es gibt aber auch noch andere Wege, die von der Energie 
eingescUagen werden. Sobald der Bär auffällt, wird der Pfahl 
zusammengedrückt. Zunächst bewegt sich dabei der Pfahl- 
kopf nach abwärts und ihm folgen die weiter nach abwärts 
liegenden Teile. Diese nehmen dann auch den Boden, der an 



*) In amerikanischen Bauordnungen ist für die Berechnung der 
Tragfähigkeit von Pfählen die Formel 

2,5 Ä 

vorgeschrieben. Hiernach ist t] == ^ - == 0,4 gewählt. Als zulässige Be- 

2,5 

lastung des Pfahles gilt der sechste Teil von F, (Vgl. Zeitschr. d. Ver. 

D. Ing., 1899, S. 901.) 
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ihnen haftet, mit nach abwärts. Erst wenn der Stoßdruck 
groß genug geworden ist, beginnt ein Gleiten des Pfahles 
gegen den ihn umschließenden Boden. 

Nehmen wir nun zunächst an, der Schlag sei so schwach, 
daß überhaupt kein Eindringen erfolgt. Die Energie QH 
wird dann während der ersten Stoßperiode in Pormänderungs- 
arbeit des Pfahles und des mit ihm zusammenhängenden Erd- 
bodens umgewandelt. In den von der Aufschlagstelle etwas 
weiter entfernten Teilen des Pfahles und auch im Erdboden 
selbst wird diese Formänderungsarbeit dem größeren Betrage 
nach umkehrbar aufgespeichert sein. Ein Verlust an mecha- 
nischer Energie ist zunächst im wesentlichen nur an der Auf- 
schlagstelle selbst zu erwarten. 

Die erste Stoßperiode ist zu Ende, sobald der frei über 
den Boden ragende Teil des Pfahles seine größte Zusammen- 
drückung erlangt hat. Er beginnt sich von da ab wieder zu 
strecken und wirft den Rammbär nach oben. Während dieser 
Zeit wird ein Teil der elastischen Formänderungsarbeit in leben- 
dige Kraft zurückyerwandelt. Aber nicht die ganze umkehr- 
bar aufgespeicherte Arbeit kann auf den Bammbär übertragen 
werden. Dieser trennt sich vom Pfahlkopfe, sobald sich der 
Pfahlkopf langsamer zu bewegen beginnt. In diesem Augen- 
blicke besitzt auch der Pfahl und der benachbarte Boden eine 
gewisse lebendige EJraffc und diese kann ebenso wenig wie die 
in der Folge noch ausgelöste potentielle Energie auf den schon 
abgeflogenen Bammbär übergehen. Man erkennt daraus, daß 
es durchaus kein Beweis für einen geringen Elastizitätsgrad 
ist, wenn der Bär nicht wieder so weit in die Höhe geworfen 
wird, als er herabgefallen war. Auch dann, wenn die Form- 
änderung vollkommen elastisch gewesen wäre, hätte ein Teil 
der ihr entsprechenden Energie nicht wieder auf den Bamm- 
bär zurückwandern können. Dieser Teil verliert sich vielmehr 
erst nachträglich in Erschütterungen des Bodens, die auch auf 
die angrenzende Luft übergehen und den Schall hervorrufen, 
der dem Schlage folgt. 

Eine genaue rechnerische Verfolgung des jetzt in all- 



^ 
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gemeinen Umrissen geschilderten Vorganges ist mit Schwierig- 
keiten verbunden. Es genügt hier nicht, wie im vorausgehen- 
den Paragraphen, die Geschwindigkeiten aller materiellen Punkte 
«ines jeden der beiden sich stoßenden Körper als nahezu gleich 
untereinander anzusehen. Man muß vielmehr darauf achten, 
daß in jedem Augenblicke verschiedene Punkte des Pfahles und 
namentlich auch verschiedene Punkte des sich mit ihm elastisch 
Terschiebenden Erdbodens verschiedene Geschwindigkeiten be- 
sitzen. Für den Pfahl selbst ließen sich diese Stoßwellen zwar 
hinreichend genau verfolgen, für den Erdboden fehlt es aber 
an den dazu nötigen Unterlagen. Man muß sich daher immer 
noch mit einer nur näherungsweise zutreffenden Theorie des 
Vorgangs begnügen. 

Als unwirksame Hubhöhe H^ des Rammbärs möge jene 
bezeichnet werden, bei der noch kein Eindringen des Pfahles 
erfolgt, während eine geringe Vergrößerung genügt, um ein 
Eindringen herbeizuführen. Der Wert von Hq kann in einem 
gegebenen Falle hinreichend genau und ohne besondere Schwie- 
rigkeit durch einen Versuch festgestellt werden. Wir wollen 
daher auf jede Schätzung des Wertes von H^ verzichten, ihn 
uns vielmehr durch unmittelbare Beobachtung gegeben denken. 

Sobald nun die Hubhöhe H größer ist als Hq, erfolgt 
«in Eindringen. Zuerst beginnt wie im vorigen Falle die Zu- 
sammendrückung des Pfahles und das elastische Nachgeben 
des Bodens. Die Arbeit, die hierauf zu verwenden ist, ehe 
noch das Eindringen^ des Pfahles beginnt, können wir gleich 
QH^ setzen. Der Rest Q(H—Hq) ist für die Leistung der 
Nutzarbeit verfügbar. Wir dürfen auch annehmen, daß er zum 
überwiegenden Teile darauf verwendet wird. Setzen wir also 

Fh=Q(H-H,), (122) 

80 werden wir zwar die Tragfähigkeit P des Pfahles etwas, aber 
Voraussichtlich nicht viel zu groß finden. Natürlich wird man 
auch von dem aus dieser Gleichung berechneten Werte von P 
nur einen Bruchteil als zulässige Belastung des Pfahles betrachten. 

Hierbei ist noch darauf zu achten, daß sich der Zustand des 
durch den Pfahl zusammengedrückten Bodens nach erfolgtem Ein- 
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rammen mit der Zeit ändern kann. Es können, namentlich bei 
einem schlüpfrigen Boden, der sich in seinem Verhalten einer sehr 
zähen Flüssigkeit nähert, kleine, sehr langsam erfolgende Bewegungen 
eintreten, durch die eine Änderung in dem Drucke des Bodens auf 
den Pfahlumfang und hiermit eine Änderung in der Größe der 
Reibung, die sich dem weiteren Eindringen des Pfahles widersetzt, 
herbeigeführt wird. Schon aus diesem Grunde ist nur mit Vorsicht 
von den vorausgehenden Rechnungen über die Tragfilhigkeit der 
Pfähle Gebrauch zu machen. 



§ 51. Der gerade exzentrische Stoß. 

Hier betrachte ich wieder zwei Körper, die als frei an- 
gesehen werden können. Von den in § 49 angenommenen 
Voraussetzungen lasse ich nur die eine fallen, daß die Stoß- 
normale durch die Schwerpunkte beider Körper gehe. Es 
genügt, wenn ich zunächst den Fall untersuche, daß die Stoß- 
normale nur bei einem von beiden Körpern nicht durch den 
Schwerpunkt geht, während dies für den anderen immer noch 
zutreffen soll. Der allgemeinere Fall, daß der Stoß für beide 
Körper exzentrisch ist, läßt sich nachher leicht auf diesen 
zurückführen. 

Dagegen soll der Stoß immer noch gerade sein. Wenn wir 
uns also den einen Körper vor dem Stoße als ruhend vorstellen,, 
so soll der andere relativ zu ihm keine Drehung besitzen und 
sich in der Richtung der Stoßnormalen auf ihn zu bewegen. 

Bei dem exzentrisch getroffenen Körper wird durch den 
Stoß eine Drehung hervorgebracht. Wir können uns den Stoß- 
druck ^ durch eine im Schwerpunkte angreifende Kraft fj 
und durch ein Kräftepaar ersetzt denken. Die Kraft am 
Schwerpunkte erzeugt eine Translationsbewegung und das Kräfte- 
paar eine Drehung um eine durch den Schwerpunkt gehende 
Achse. Es fragt sich zunächst, wie die Drehachse zur Ebene 
des Kräftepaares steht. Am nächsten liegt die Annahme, daß 
die Achse senkrecht zur Ebene des Kräffcepaares stehe. Wenn 
die durch den Schwerpunkt und durch die Stoßnormale gelegte 
Ebene eine Symmetrieebene des exzentrisch getroffenen Körpers 
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ist, folgt dies auch schon aus Symmetriegründen. Wir werden 
aber später sehen (in der Dynamik), daß jene Annahme keines- 
wegs allgemein zutrifft; die Drehachse kann vielmehr auch 
schief zur Ebene des Kräffcepaares stehen, das die Drehung 
hervorruft. Wir wollen uns deshalb hier auf den Fall be- 
schränken, daß der exzentrisch getroffene Körper eine Sym- 
metrieebene besitzt und daß die Stoßnormale in ihr enthalten 
ist, denn dann besteht kein Zweifel darüber, daß die Dreh- 
achse in der Tat normal zur Ebene des Kräftepaares ist. 

In Abb. 94 ist der mit der Geschwindigkeit v^^ auftreffende 
Körper Q^ von kugelförmiger, der exzentrisch getroffene Körper 
^2? den wir uns vor dem Stoße in Rahe denken, von stab- 
förmiger Gestalt angenommen. Am Ende der ersten Stoß- 
periode haben beide Körper an der Berührungsstelle die gleiche 

Geschwindigkeit u. Beim Körper 
f ^ Q2 setzt sich u zusammen aus der 

^ Translationsgeschwindigkeit Uq und 

der Geschwindigkeit der Drehung 

um die Schwerpunktsachse, . die 
^^^ ^^ gleich wp gesetzt werden kann, 

wenn w die Winkelgeschwindigkeit 
der Drehung ist. Zwischen Uq und w besteht aber ein leicht 
nachzuweisender Zusammenhang. Für die Translations- und 
für die Winkelbeschleunigung hat man nämlich in jedem 
Augenblicke 

P = m,~^ und Pp = ®^, 

wenn mit mg die Masse und mit & das auf die Drehachse 
bezogene Trägheitsmoment des Körpers Q^ bezeichnet wird. 
Hiemach folgt 



Q, s:^—p-^^-> 




to-^fPdt', w^ljPdt, also 



Wn== — f Jfat: w ^x I Jfat, also w =^^Uq, 



Für die Geschwindigkeit u der vom Stoße getroffenen Stelle 
selbst erhält man demnach 
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Es fehlt nur noch die Ermittelung des Antriebes fPdt 
des Stoßdruckes für die erste Stoßperiode. Sie folgt aber leicht 
aus der Bedingung, daß der Körper Q^ dieselbe Geschwindig- 
keit u angenommen haben muß. Nach dem Satze vom An- 
triebe ist ^ 

I Pdt = m^(v^ — u), 

und wenn man dies in die vorige Gleichung einsetzt und 
nach u auflöst, erhält man 

Zur Vereinfachung dieses Ausdruckes setze ich S^^m^i^y so- 
daß unter i der Trägheitshalbmesser des Körpers Q^ zu ver- 
stehen ist. Außerdem führe ich an Stelle der Massen m^ 
und m^ die Gewichte Q^ und Q^ ein; dadurch geht der vorige 
Ausdruck über in 

Wir vergleichen dieses Resultat mit Gl. (115) für den geraden 
zentralen Stoß ^ 

Q. + Q. 

Zum Zwecke des Vergleiches dividieren wir in Gl. (123) Zähler 
und Nenner mit p^ + i^'^ die Formel lautet dann 

(124) 



Öi + ft 



i^ 



Wenn p == ist, also für den zentralen Stoß, geht Gl. (124) 
in der Tat in Gl. (115) über. Im anderen Falle liefert aber 
Gl. (124) eine Geschwindigkeit u am Ende der ersten Stoß- 
periode, die ebenso groß ist, als für einen zentralen Stoß, 
wenn bei diesem an Stelle des ganzen Gewichtes Q^ des ex- 
zentrisch getroffenen Körpers nur ein Gewicht 

Q.'=Q,^l~ii (125) 

eingefälirt wird. Die diesem Gewichte entsprechende Masse 
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wird die reduzierte Masse des exzentrisch getroffenen Kör- 
pers genannt. Für den Körper Q^ ist es ganz gleichgültig, ob 
er die Masse m^ zentrisch oder die Masse m^ exzentrisch trifft. 

Die zweite Stoßperipde verläuft beim vollkommen elasti- 
schen Stoße wiederum so, daß sich die Geschwindigkeiten 
nochmals um ebensoviel ändern, als vorher während der ersten 
Stoßperiode. Man kann daher aus den vorher abgeleiteten 
Formeln auch die Endgeschwindigkeiten nach dem Stoße so- 
fort in derselben Weise ermitteln, wie in § 49 für den zen- 
tralen Stoß. Am einfachsten geschieht dies in der Weise, 
daß man die reduzierte Masse nach Gl. (125) oder (126) in 
die früheren Formeln (119) einführt. 

Bei dieser ganzen Betrachtung wird übrigens vorausgesetzt, 
daß sich auch der exzentrisch getroffene Körper während des 
Stoßes nahezu wie ein starrer Körper bewege. Wenn eine 
merkliche Biegung des Stabes eintritt, gelten die abgeleiteten 
Formeln nicht mehr; die reduzierte Masse wird dann kleiner 
als nach Gl. (126), denn das getroffene Stabende kann schon 
etwas ausweichen, ohne dabei die ganze Masse des Stabes in 
Mitleidenschaft zu ziehen. Auf die Untersuchung von ver- 
wickelten Fällen dieser Art kann aber hier nicht eingegangen 
werden. 

Die lebendige Kraft des exzentrisch getroffenen Körpers 
Q^ am Ende der ersten Stoßperiode ist gleich 

i^2 V+ i®^^ oder ^^2^(1 + ^^) • 

Ersetzt man hier Uq durch u mit Hilfe der vorher gefundenen 
Beziehung 

und führt die reduzierte Masse mit Hilfe von Gl. (126) ein, 
80 geht der Ausdruck für die lebendige Kraft von Q^ über in 

d, h. auch die lebendige Kraft ist genau so groß, als 
wenn der exzentrisch getroffene Körper durch einen 
zentrisch getroffenen von der reduzierten Masse m^^ 
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ersetzt wäre. Auch die Formeln für den Verlust an leben- 
diger Kraft während der ersten Stoßperiode und für den Stoß- 
druck P in § 49 können daher beim exzentrischen Stoße sofort 
.benutzt werden, indem man an Seile von w, die reduzierte 
Masse m,' einführt. 

Hiermit ist der bisher besprochene Fall vollständig er- 
ledigt und es bleibt nur noch übrig, den Fall zu erörtern, 
daß der Stoß für beide Körper exzentrisch ist Die einzige 
Änderung, die dadurch herbeigeführt wird, besteht darin, daß 
nun für jeden von beiden Körpern an Stelle der ganzen Masse 
die reduzierte Masse nach Gl. (126) in die Formeln für den 
zentralen Stoß einzusetzen ist. Man erhält dadurch die Ge- 
schwindigkeit u der Stoßstelle am Eude der ersten Stoßperiode 
und findet daraus die Translations- und die Rotationsgeschwin- 
digkeit jedes Körpers mit Hilfe der vorher festgestellten Be- 
snehungen. Ich sehe davon ab, dies weiter auszuführen, weil 
man nur selten in die Lage kommen wird, einen praktischen 
Gebrauch von diesen Bechnimgen zu machen, 
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Der Körper Q^ möge jetzt in einem festen Gestelle dreh- 
bar gelagert sein. Er sei vor dem Stoße in Ruhe und der 
Körper Q^ möge mit der Geschwindigkeit v^ einen geraden 
Stoß auf ihn ausüben. Für den Körper Q^ soll der Stoß zen- 
tral sein; wäre er es nicht, so könnte übrigens durch Ein- 
führung der reduzierten Masse der Fall leicht nach Anleitung 
des vorhergehenden Paragraphen auf den hier zu untersuchen- 
den zurückgeführt werden. Beim Körper Q^ ist es für die 
jetzt durchzuführende Betrachtung gleichgültig, ob der Stoß 
zentrisch oder exzentrisch erfolgt; wir wollen daher den all- 
gemeineren Fall von vornherein zugrunde legen. 

Wenn die Stoßnormale die feste Drehachse von Q^ schnei- 
det, kann keine Bewegung von Q^ eintreten; für Qj^ erfolgt 
dann der Stoß so, als wenn Q^ auf eine mit der Erde fest 
verbundene /Wand getroffen wäre. Auch dann, wenn die Stoß- 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 22 
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normale parallel zur Drehachse gerichtet ist, bleibt dies gültig, 
überhaupt kommt für den Körper Q^ von dem Stoßdrucke 
nur jene Komponente in Betracht, die rechtwinklig zu der 
durch die Drehachse und die Stoßstelle gelegten Ebene steht. 
Ich will mich daher mit der Untersuchung des Falle^ begnügen, 
daß die Stoßnormale in die eben bezeichnete Richtung fällt. 
Der Hebelarm des Stoßdruckes P sei wieder mit p, die am 
Ende der ersten Stoßperiode erlangte Winkelgeschwindigkeit 
mit tc;' bezeichnet. Dann hat man nach Gl. (81), S. 200, 

woraus für den Antrieb in der ersten Stoßperiode 



/ 



P 



folgt. Zugleich läßt sich auch w' in der früher mit u bezeich- 
neten Geschwindigkeit der Stoßstelle am Ende der ersten Stoß- 
periode ausdrücken. Die Stoßnormale sollte senkrecht zu dem 
nach der Stoßstelle von der Drehachse aus gezogenen Radius- 
vektor stehen. Daher ist der Hebelarm p des Stoßdrackes 
gleich der Entfernung der Stoßstelle von der Drehachse und 
man hat ' 

Setzt man den sich hieraus ergebenden Wert von w' in die 
vorige Gleichung ein, so erhält man 



/ 



Pdt = -.w. 



Zugleich ist aber auch für den Körper Q^ 



f 



Pdt = ^ K - m) 



tind der Vergleich beider Ausdrücke liefert 

« = -^— • (127) 

Auch in diesem Falle kann man sich den drehbar be- 
festigten Körper Q2 durch einen zentrisch getrofifenen freien 
Körper ersetzt denken, dessen reduzierte Masse Mxed, wie aus 



§ 52. Der Mittelpunkt des Stoßes. 339 

einem Vergleiche mit GL (115) hervorgeht, 

zu setzen ist. Unter i ist in der letzten Form des Ausdrucks 
der Trägheitshalbmesser des Körpers Q^ für die feste Dreh- 
achse zu verstehen. Wenn p =^ i ist, erfolgt der Stoß für den 
Körper Q^ so, als wenn Q^ frei und zentral getroflfen wäre. 
Auch die Stoßstelle von Q^ nimmt dann genau dieselbe Ge- 
schwindigkeit an, als wenn dies der Fall wäre. 

In der zweiten Stoßperiode wiederholt sich die vorige 
Geschwindigkeitsänderung, wenn der Stoß vollkommen elastisch 
ist; andernfalls ist sie entsprechend kleiner. Überhaupt ist 
durch Gl. (128) die Aufgabe auf den Fall des geraden Centralen 
Stoßes zurückgeführt. 

§ 53. Der Mittelpunkt des Stoßes. 

Ein freier und vorher ruhender Körper Q2, der exzentrisch 
getroffen wird, nimmt eine Bewegung an, die unmittelbar nach 
Ablauf des ganzen Stoßes im aUgemeinsten Falle als eine 
Schraubenbewegung angesehen werden kann. Bei den gewöhn- 
lich vorkommenden einfacheren Fällen verschwindet aber die 
Translationskomponente der Schraubenbewegung, und man hat 
e§ nur mit einer Botation um irgend eine Momentanachse zu 
tun, die zu der durch den Schwerpunkt von Q^ und die Stoß- 
normale gelegten Ebene senkrecht steht. Die Bewegung von 
Q2 ist dann eine ebene Bewegung und es genügt, ihre Pro- 
jektion auf eine Ebene zu verfolgen, in der die Momentan- 
achse als Punkt erscheint. Diesen Punkt, also den Pol der 
ebenen Bewegung unmittelbar nach dem Stoße, pflegt man 
als den Stoßmittelpunkt zu bezeichnen. 

Da der Stoßmittelpunkt und die durch ihn gelegte Mo- 
mentanachse während des Stoßes keine Geschwindigkeit er- 
langen, kann man sich den ursprünglich freien Körper auch 
längs dieser Achse drehbar befestigt denken, ohne etwas zu 
ändern. Man erkennt daraus, daß der Stoßmittelpunkt zu- 

22* 
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gleich jener Punkt ist, durch den eine feste Drehachse gelegt 
werden kann, die während des Stoßes gar keinen Druck auf- 
zunehmen hat. 

r 

Für den in § 51 behandelten Fall, daß der exzentrisch 
getroffene Körper Q^ stabförmig ist, folgt die Lage des Stoß- 
mittelpunktes aus einem Vergleiche der Formeln (126) und 
(128) für die reduzierten Massen. Bei^e Werte müssen hier 
einander gleich sein. Dabei ist jedoch zu beachten, daß sich 
in § 51 der Hebelarm p, das Trägheitsmoment @ und der 
Vrägheitshalbmesser i iauf die Schwerpunktsachse bezogen, 
während in § 52 dieselben Bezeichnungen in Bezug auf die 
feste Drehachse genommen wurden. Zur Umrechnung dient 
die Bemerkung, daß in Bezug auf den Schwerpunkt die leben- 
dige Kraft nach Gl. (79) gleich 

und in Bezug auf die Momentanachse gleich 

gesetzt werden kann, wenn jetzt 0[ das Trägheitsmoment für 
die Momentanachse ist. Der Abstand der Momentanachse vom 
Schwerpunkt sei ^; dann ist Vq = uz und die Gleichsetzung 
beider Ausdrücke für die lebendige Kraft liefert 

& = @ -{' m0^ also auch i^ ^i^+ js^. 

Setzen wir diesen Wert in Gl. (128) ein, ferner auch an Stelle 
von p den Wert p ^p + 0y und beachten wir, daß Gl. (128) 
alsdann mit Gl. (126) übereinstimmen muß, so erhalten wir 

t ' + g» _ »»_ 

and die Auflösung dieser Gleichung liefert für den gesuchten 
Abstand des Stoßmittelpunktes vom Schwerpunkte 

^=f (129) 

Man macht von dieser Formel zuweilen Gebrauch, um für 
einen Maschinenteil, der Stöße erfährt, die günstigste Lage 
der Drehachse aufzusuchen, nämlich jene, bei der die Dreh- 
achse selbst nicht beansprucht wird. Ist die Lage der Dreh- 
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achse schon durch andere Bedingungen gegeben^ so kann man 
oft durch eine passende Verteilung der Massen^ also durch 
Anbringen von Übergewichten o. dgl. dafür sorgen^ daß Gl. (129) 
erfüllt^ der Stoß für die Achse also unschädlich gemacht wird^ 
Auch bei einem Hammer, der Ton der Hand geführt wird, bei 
einem Beile o. dgl. ist eine solche Massenverteilung wünschens^ 
wert, daß die Angriffsstelle der Hand ungefähr mit dem Mittel- 
punkte des bei der Arbeit mit dem Werkzeuge auftretenden 
Stoßes zusammenfällt, um einen Schls^ g^g^n die Hand, die 
während des Stoßes als Drehachse dient, zu vermeiden. Bei 
den Werkzeugen dieser Art ist die genannte Bedingung ge^ 
wohnlich ziemlich gut erfüllt. Sobald man aber mit einem 
Beüe ein Stück Holz angeschlagen hat, das nun am Beile 
haften bleibt, worauf man einen neuen Schlag ausführt, bei 
dem sich das Beil und das Holzstück gemeinsam bewegen^ 
kann man bei ungeschickter Wahl der Aufschlagstelle einen 
sehr heftigen Stoß gegen die Hand empfinden. 

Im vierten Bande dieser Vorlesungen wird übrigens auf 
einige Fälle des Stoßes, die an dieser Stelle noch zu schwierig 
sein würden, zurückgekommen werden. 

§ 54. Der schiefe Stoß. 

Schief wird der Stoß genannt, wenn der eine Körper vor 
dem Stoße relativ zum auderen entweder eine Drehung aus- 
führt oder wenn die Bewegungsrichtung 
nicht mit der Richtung der Stoßnormalen 
zusammenfällt. Wir wollen zunächst an- 
nehmen, daß die Relativbewegung nur in 
einer Translation bestehe. Diese zerlege 
man in zwei Komponenten, von denen die 
eine in die Richtung der Stoßnormalen ^^^^ ^^ 

fällt, während die andere zu ihr senkrecht 
steht. In Abb. 95, in der beide Körper als Kugeln angenommen 
sind, ist diese Zerlegung angedeutet; Q^ sei der Körper, den 
wir vor dem Stoße als ruhend ansehen, Q^ der mit der Relativ- 
bewegung auf ihn stoßende. 
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Von beiden Bewegungskomponenten bewirkt nur die in 
die Richtung der Stoßnormalen fallende eine Annäherung beider 
Körper. Wenn die Oberflächen absolut glatt wären, sodaß 
keine Reibung zwischen ihnen übertragen werden könnte, hätte 
die Tangentialkomponente der Relativgeschwindigkeit über- 
haupt keinen Einfluß auf den Verlauf des Stoßes. Für den 
Körper Q2 wäre es genau so, als wenn der Stoß gerade er- 
folgte und von Q^ würde sich die Normalkomponente eben- 1 
falls in derselben Weise wie bei einem geraden Stoße ändern^ 
während die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit un- 
verändert erhalten bliebe. 

Durch die gleitende Reibung zwischen den Oberflächen 
tritt aber eine Abweichung von diesem Verhalten ein. Die 
Oberflächen beider Körper werden während des Stoßes stark 
aufeinander gedrückt und die Stoßstelle von Q^ wird dadurch 
verhindert, über die Berührungsfläche von Q.^ zu gleiten. Hier- 
durch wird einerseits die Tangentialgeschwindigkeit der Be- 
rührungsfläche von Q^ verringert, andererseits wird der Berüh- 
rungsfläche von Q2 eine Tangentialgeschwindigkeit in derselben 
Richtung erteilt. Wenn die Reibung ausreichte, um jedes 
Gleiten zu verhindern, müßten beide Körper an der Berüh- 
rungsstelle dieselbe Tangentialgeschwindigkeit annehmen. Die 
Reibung, die diesen Ausgleich bewirkt, ist für beide Körper 
exzentrisch. Infolgedessen werden beide Körper in Drehung 
versetzt und zwar drehen sich beide im selben Sinne, im Falle 
der Abb. 95 im Sinne der Uhrzeigerbewegung. Wenn die Stoß- 
normale nicht durch die Schwerpunkte beider Körper geht, 
kommt dazu noch dieselbe Drehung wie beim geraden exzen-? 
trischen Stoße. Von diesem verwickeiteren Falle wollen wir 
aber der Einfachheit wegen hier absehen. 

Unmittelbar nach Beginn des Stoßes ist der Stoßdruck P 
noch verhältnismäßig klein, und mit ihm daher auch die Rei- 
bung. Bis dahin kann also noch keine merkliche Drehung 
beider Körper hervorgerufen worden sein. Zu Anfang des 
Stoßes tritt also jedenfalls ein Gleiten der Körper ein. Um 
zu einer angenäherten Lösung der Aufgabe auf möglichst ein- 
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fächern Wege zu gelangen, sieht man daher von der Wirkung 
der Reibung auch während des ganzen Stoßes häufig ganz ab, 
behandelt also den Fall so, wie es vorher für den Fall absolut 
glatter Oberflächen angedeutet wurde. Die Lösung wird dann 
durch Anwendung der Formeln für den geraden Stoß in Bezug 
auf die Normalkomponenten der Geschwindigkeit sofort ge- 
funden, da die Tangentialkomponente überhaupt keine Ände- 
rung erfährt 

Wenn man sich damit nicht begnügen will, kann man die 
folgende Eechnung anstellen. Mit v^ sei, wie früher, die Normal- 
komponente der Geschwindigkeit von Q^ vor dem Stoße, mit Fj^ 
die Tangentialkomponente bezeichnet. Im übrigen werden die Be- 
zeichnungen von § 49 beibehalten. Man hat zimächst meder 



/ 



Pdt = 9^ (^^ _ „) = ^„ 



und hiermit, wie in Gl. (115), 



u = 



ft + ft 



Nun entspricht jedem Werte von P eine Reibung vom Be- 
trage Pf, wenn f der Reibungskoeffizient ist. Unter der Voraus- 
setzung, daß die Reibung während der ganzen ersten Stoßperiode 
in ihrem Höchstbetrage auftritt, hat man 

©1^.^ = PfPi und hieraus ®iM^i = fPi 1 Pdt. 

Darin bedeutet w^ die Winkelgeschwindigkeit, die Q^ am Ende 
der ersten Stoßperiode angenommen hat, G^ das Trägheitsmoment 
von d für die Schwerpunktsachse, p^ den Hebelarm der Reibung, 
also fär den Fall einer kugelförmigen Gestalt den Halbmesser 
von Q^, Drückt man den Antrieb von P ia u aus, so geht die 
Gleichung über in 

'-i = />if'e/ (130) 

Ebenso wird für den Körper Q2 gefunden 



w 



-fP^f^- (131) 



2 i±'2gß^ 



Außer der Drehung um den Schwerpunkt bewirkt aber die 
Reibung auch eine Änderung der Tangentialgeschwindigkeit. Diese 
sei am Ende der ersten Stoßperiode für beide Körper mit U^ 
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bezw. t/'s bezeichnet. Man hat 



/■ 



P/-d<=^(Fi-0,)=^0, 



und hieraus, wenn man wiederum den Antrieb jPdt in u ausdrückt, 



u.-y^-4- 



(132)' 



U^ « /•« 

Man kann sich jetzt Rechenschaft darüber geben, ob die Rei- 
bung in der Tat, wie es vorausgesetzt war, bis zum Ende der 
ersten Stoßperiode ihre volle Große behält. Die Tangentialkom- 
ponente der Geschwindigkeit von Q^ an der Berübrungsstelle i§t 
nämlich tt 

oder nach den vorausgehenden Formeln 

wobei an Stelle des Trägheitsmoments S^ der Trägheitsradius i^ 
eingeführt ist. Ebenso erhält man für die Tangentialkomponente 
der Geschwindigkeit von ^g an der Berührungsstelle 

also nach Einsetzen der Werte von U^ und W2 

Die Voraussetzung über die Größe der Reibung ist jedenfalls 
dann erfüllt, wenn auch am Ende der ersten Stoßperiode noch ein 
Gleiten der Oberflächen stattfindet oder auch, wenn es gerade in 
diesem Augenblicke erst aufhört. Wir brauchen also nur die Aus- 
drücke für die beiden Tangentialkomponenten miteinander zu ver- 
gleichen, also zu untersuchen, ob die für Q^ gültige Tangential- 
komponente noch größer oder höchstens gleich der für Q^ berech- 
neten ist. Es hängt von der Größe des Reibungskoeffizienten f 
und von dem Winkel, den die Geschwindigkeit von Q^ vor dem 
Stoße mit der Stoßnormalen bildet, ab, ob dies zutrifft. Bezeichnet 
man diesen Winkel mit a, setzt also T^i=«^itga, so bildet die 
Gleichung 

die Bedingnng dafür, daß beide Oberflächen am Ende der ersten 
Stoßperiode gerade aufgehört haben, gegeneinander zu gleiten. 
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Wenn die linke Seite der Gleichung größer ist, als die rechte^ 
wenn also der Stoß noch schiefer erfolgt, als es der Gleichung ent- 
spricht, bleiben • die vorausgehenden Formeln ebenfalls richtig. Die 
Auflösung der Gleichung liefert 



tga = 



Auf den Absolutwert der Geschwindigkeit kommt es demnach, 
nicht an, sondern nur auf ihre Kichtung. Wenn der Stoß schief 
genug erfolgt, wenn also tg a mindestens den eben berechneten 
Wert hat, kann man die vorausgehenden Formeln anwenden und 
sie liefern dann alle erforderlichen Angaben zur Beschreibung der 
Bewegung beider Körper am Ende der ersten Stoßperiode. In der 
zweiten Stoßperiode treten dann noch weitere GeBchwindigkeitsyer- 
änderungen im selben Sinne hinzu, die beim vollkommen elastischen 
Stoße ebenso groß werden können, als die der ersten Stoßperiode' 
entsprechenden. Dabei muß aber beachtet werden, ob auch noch 
während der Dauer der zweiten Stoßpeiiode die Reibung in ihrem 
Höchstbetrage auftritt, d. h. ob sich das Gleiten der Oberflächen 
übereinander bis zum Ende des ganzen Stoßes fortsetzt. 

Wenn tg a den vorher beredmeten Wert nicht erreicht, hört 
das Gleiten der Oberflächen schon während der ersten Stoßperiode 
auf. Die Rechnung muß für diesen Fall nach dem Muster der 
vorausgehenden von neuem angestellt werden. Man bestimmt zu- 
nächst den Augenblick, in dem die Tangentialgeschwindigkeiten 
beider Körper an der Berfihrungsstelle gerade gleich groß geworden 
sind. Von da ab hört die gleitende Reibung auf und es findet 
nur noch eine Änderung der Normalkomponenten der Geschwindig- 
keiten statt. 

Auch diese Rechnung soll noch in Kürze durchgeführt werden. 
In dem Augenblicke der ersten Stoßperiode, um den es sich jetzt 
handelt, seien die Normalkomponenten der Geschwindigkeiten mit u^ 
und u^ bezeichnet, wobei jetzt zu beachten ist, daß t/^ noch nicht 
gleich u^ geworden ist. Der bis zu diesem Augenblicke gerechnete 

Antrieb des Stoßdruckes sei gleichfalls mit jPdt bezeichnet; es ist 

dies aber ein kleinerer Wert als der vorher darunter verstandene. 
Man hat 



j 



j>d«=?»(t,j_„i)=^' 



u. 



Va • 
g . . .. g 2 



Für M'i,«t'2? ^v ^2 können wir die vorausgegangenen Rechnungen 
benutzen, wenn nur an Stelle von u jetzt überall i^ geschrieben 
wird. Die Bedingung für die Gleichheit der Tangentialkomponenten 
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der Geschwindigkeiten an der Berührungsstelle lautet dann 

>^l""/%^ J-i =/«*2 J 



2 
'S 



In dieser Gleichung ist jetzt Wg die einzige Unbekannte und kann 
durch Auflösen daraus berechnet werden. Setzt man den gefun- 
denen Wert in die früheren Formeln ein, so erhält man w^^w^^ TJ^y U^ 
zunächst in dem betreffenden Augenblicke. Da sich diese Größen 
im weiteren Verlaufe des Stoßes nicht mehr ändern, hat man aber 
damit zugleich ihre endgültigen Werte. Für die Normalkompo- 
nenten der Geschwindigkeit endlich bleiben, wie schon im vorher- 
gehenden Falle, die Formeln des geraden Stoßes ohne jede Ände- 
rung anwendbar. 

Schließlich soll noch der Fall behandelt werden, daß sich der 
Körper Q^ zwar in der Richtung der Stoßnormalen auf Q^ zu be- 
wegte, wie beim geraden zentralen Stoße, daß er aber dabei vor 
dem Stoße eine Rotation um eine senkrecht zur Stoßnormalen 
stehende Achse hatte. Die Körper mögen kugelförmig und von 
gleicher Größe und gleicher Masse vorausgesetzt werden, etwa wie 
zwei Billardbälle, die in der angegebenen Weise aufeinanderstoßen. 
Unmittelbar nach Beginn des Stoßes findet dann jedenfalls wieder 
ein Gleiten der Oberflächen aufeinander statt, und wenn die Winkel- 
geschwindigkeit des stoßenden Körpers groß genug war, dauert das 
Gleiten während des ganzen Stoßes fort. Wir wollen dies jetzt 
voraussetzen; im anderen Falle ist so wie vorher zu verfahren. 

Die Winkelgeschwindigkeit von ^^ vor dem Stoße sei mit W^ 
bezeichnet; im übrigen behalten wir die früheren Bezeichnungen 
bei. Man hat der Reihe nach 



/■ 






und hieraus 

Q 



"=T4%=^"- 



©1-^^' = PfPi und hieraus B{Wi — w^) = fp^fPdt 

oder auch w^= W^ — fPi-^^» 
Femer wie früher 

Dann für die Tangentialkomponenten der Geschwindigkeiten 
der Schwerpunkte, die durch die Reibung in entgegengesetzten Rieh- 
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tungen hervorgebracht werden, 

Das Trägheitsmoment einer Kugel vom Gewichte Q ist 
B = — '^r^. Für die beiden einander gleichen Kugeln verein- 
fachen sich daher die gefundenen Werte noch zu 

Damit ist der Zustand am Ende der ersten Stoßperiode ge- 
geben. Setzt man einen vollkommen elastischen Stoß voraus und 
bezeichnet die Werte am Ende des ganzen Stoßes durch Beifügung 
von Strichen, so wird 

Die Normalkomponente der Geschwindigkeit von Q^ ist zu Null, 
die von Q^ gleich v^ geworden; d. h. beide Körper haben ihre 
Normalgeschwindigkeiten gegeneinander ausgetauscht. 

Wir können uns jetzt auch noch davon überzeugen, wie groß 
die ursprüngliche Winkelgeschwindigkeit W^ von Q^ mindestens 
sein muß, wenn bis zum Ende des Stoßes ein Gleiten der Ober- 
flächen anhalten soll, wie es bei der Ableitung dieser Formeln vor- 
ausgesetzt wurde. Es muß nämlich 

w^'r — Ui ^ iv^r -f CTg' 

sein, also, wenn man die vorigen Werte einsetzt, 

rTF, - ^fv, - fv^ > ^v^ + fv^, 

als Bedingung für die Gültigkeit der yorausgeheuden Formeln. 



§ 55. Der Stoß gegen eine feste Wand. 

Eine feste Wand bildet einen Bestandteil der ganzen festen 
Erde; der Stoß gegen eine feste Wand ist daher als ein Stoß 
gegen die ganze Erde aufzufassen. Da die Masse der Erde 
ungemein groß gegen die Masse eines Körpers ist, der auf sie 
stößt, kann man für diesen Fall in den Formeln der früheren 
Paragraphen Q^= oo setzen. Dabei macht es auch nichts aus, 
wenn der Stoß für die Erde exzentrisch ist, denn auch die 
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reduzierte Masse der Erde ist in allen Fällen ^ die überhaupt 
in Betracht kommen können, als unendlich groß gegenüber der 
Masse von Q^ anzusehen. Beim geraden Stoße wird die Ge- 
schwindigkeit u am Ende der ersten Stoßperiode zu Null, 
Wenn der Stoß vollkommen elastisch erfolgt, wiederholt sich 
derselbe Geschwindigkeitswechsel während der zweiten Stoß- 
periode nochmals und der Körper prallt mit derselben Ge- 
schwindigkeit von der festen Wand ab, mit der er auf sie auf- 
getroflfen war. 

Freilich ist diese Betrachtung, worauf schon früher (§ 46, 
S. 290) hingewiesen wurde, nicht ganz genau und oft sogar 
ganz unzulänglich. Bei den Betrachtungen über den Stoß wird 
nämlich' keine Rücksicht daranf genommen, daß in einem ge- 
gebenen Augenblicke während des Stoßes die Geschwindig^ 
keiten verschiedener Punkte desselben Körpers verschieden 
groß sein können. Unter gewöhnlichen Umständen ist diese 
Vernachlässigung zwar unbedenklich, weil dann in der Tat er- 
hebliche Geschwindigkeitsunterschiede nicht zu erwarten sind. 
Bei einem Körper von sehr großer Ausdehnung und nament- 
lich bei der ganzen Erde ist dies aber anders.. Hier sind die 
Geschwindigkeiten in der Nachbarschaft der Stoßstelle erheb- 
lich verschieden von jenen in größerer Entfernung. Für eine 
genauere Behandlung wäre es daher erforderlich, auf die Art 
der Formänderung an allen Stellen der Erde, namentlich an 
jenen in der näheren und in der weiteren Nachbarschaft der 
Stoßstelle näher einzugehen und die wellenartige Fortpflanzung 
des Stoßes durch diese Gegenden, die mit der Geschwindigkeit 
des Schalles erfolgt, ausführlich zu untersuchen. Unter be- 
sonderen Annahmen ist diese Aufgabe, freilich unter Aufgebot 
der schwierigsten mathematischen Hilfsmittel, auch schon ge- 
löst worden; trotz des großen Aufwandes an scharfsinniger 
Arbeit ist aber damit doch nicht viel gewonnen worden, da 
die Voraussetzungen, von denen jene Betrachtungen ausgehen, 
der Wirklichkeit in der Regel zu wenig entspreche!). 

Wenn die feste Wand im Vei^leiche zu dem auf sie 
stoßenden Körper nahezu als starr angesehen werden kann, 
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wenn sich also die Formänderung während des Stoßes fast 
ganz auf den Körper beschränkt, der auf die feste Wand trifft, 
fallen diese Bedenken aber fort. Ein Gummiball, der gegen 
eine Stein wand geworfen wird, rerhält sich daher in der Tat 
nahezu so, wie es vorher angegeben war. Er wird zwar auch 
beim geraden Stoße nicht mit ganz derselben Geschwindigkeit 
von der festen Wand zurückgeworfen, mit der er auftraf; oft 
genug genügt es aber, den Unterschied zu vernachlässigen. 

Beim schiefen Stoße gegen eine feste Wand findet zunächst 
ebenfalls ein Gleiten der Oberflächen statt. Wenn die Flächen 
absolut glatt wären, sodaß keine gleitende Reibung zwischen 
ihnen auftreten könnte, würde die Tangentialkomponente der 
Geschwindigkeit V^ von 
Qj^ überhaupt nicht ge- 
ändert. Die Normalkom- 
ponente v^ würde sich 
dagegen durch den Stoß 
in die entgegengesetzte ^^4- 

umkehren. Infolge davon ^^!^^^^^^^^ 
würde Q^ von der festen 
Wand, mit derselben Ge- 
schwindigkeit, aber in 
einer Richtung zurückgeworfen, die mit der Stoßnormalen einen 
nach der entgegengesetzten Seite zählenden Winkel von gleicher 
Größe wie vorher bildet. In Abb. 96 ist dies angedeutet; die 
Zurückwerf ung erfolgt so, wie die eines Lichtstrahls an einer 
spiegelnden Fläche. 

Gewöhnlich begnügt man sich mit dieser näherungsweisen Be- 
schreibung des Vorgangs. Daß sie nicht genau sein kann, geht 
schon aus den Untersuchungen über den schiefen Stoß im vorigen 
Paragraphen hervor. Wegen der Reibung tritt eine Verzögenmg 
der Tangentialkomponente der Geschwindigkeit von Q^ ein und 
zugleich wird Q^ in Drehung versetzt. Auch hierfür kann man die 
Formeln des vorigen Paragraphen ohne weiteres benutzen, wenn 
man darin ^2 = 00 setzt. So erhält man aus Gl. (130), wenn man 
darin zuvor den Wert von u eingesetzt hat, 



I 
I 

Abb. 96, 
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Aus Gl. (131) folgt W2 ^ und aus den Gleichungen (132) 

Die Bedingung für die Gültigkeit dieser Gleichungen, also dafür, 
daß das Gleiten mindestens bis zum Ende der ersten Stoßperiode 
andauert; folgt aus Gl. (133) dahin, daß der Stoß so schief sein 
muß, daß tg a mindestens 



tg a == /*- 



i.^ 



ist. Im anderen Falle kann die sich hierauf beziehende Unter- 
suchung des vorigen Paragraphen ebenfalls sofort benutzt werden. 

Die Reibung verzögert die Tangentialkomponente der Ge- 
schwindigkeit von ^j und dieser Umstand hat zur Folge, daß der 
Winkel, den die Abspringrichtung mit der Normalen bildet, etwas 
kleiner wird, als der Einfallwinkel. Andererseits ist aber der Stoß 
auch nicht vollkommen elastisch. Daher wird auch die Normal- 
komponente der Geschwindigkeit beim Abspringen kleiner, als beim 
Auftreffen. Dieser Umstand bewirkt wieder eine Vergrößerung des 
Abspringwinkels. Wenn sich, beide Geschwindigkeitskomponenten 
zufällig gerade in demselben Verhältnisse vermindern, wird daher 
der Abspringwinkel immer noch ebenso groß als der Einfallwinkel 
sein. Jedenfalls hat sich aber die Geschwindigkeit des Abspringens 
gegenüber der des Auftreffens vermindert. Der damit zusammen- 
hängende Verlust an lebendiger Kraft wird zum Teile durch die 
lebendige Kraft der Drehung aufgewogen, die Q^ annimmt. Ein 
anderer Teil kommt auf die Eechnung der Reibungsarbeit, die 
beim Gleiten der Oberflächen während des Stoßes geleistet wird 
und der Rest ist auf Rechnung der bei dem unvollkommen elasti- 
schen Stoße nicht wieder ganz zurückgewonnenen Formänderungs- 
arbeit zu setzen. 

Auch für den Fall, daß der Körper Q^ schon vor dem Auf- 
treffen auf die feste Wand eine Drehbewegung besaß, läßt sich 
die Untersuchung ähnlich wie früher durchführen. 
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§ 56. Die Eigenschaften der voUkonunenen Flüssigkeit. 

Flüssig wird ein Körper genannt, der einer GestaltändernDg^ 
die nicht zugleich mit einer Änderung des yon ihm eingenom- 
menen Rauminhaltes verbunden ist, keinen Widerstand entgegen- 
setzt. Die meisten Anwendungen der Mechanik flüssiger Körper 
beziehen sich auf das Wasser und daher rührt auch die Be- 
zeichnung dieses Teiles der Mechanik als Hydrostatik und 
Hydrodynamik. So wie man aber einen festen Körper zunächst 
unter dem Bilde eines starren Körpers betrachtet und die Unter- 
suchung der elastischen oder sonst von dem starren Verhalten 
abweichenden Eigenschaften einer späteren Betrachtung vor- 
behält, wird auch in der Mechanik der flüssigen Körper nicht 
das Wasser mit allen physikalischen Eigenschaften, die ihm 
zukommen, von vornherein der Betrachtung zugrunde gelegt^ 
sondern man schiebt ihm auch hier ein einfacheres Bild unter^ 
das die wesentlichsten Eigenschaften des Wassers widergibt 
und die minder wesentlichen übergeht. In vielen Fällen genügt 
dieses vereinfachte Bild-, in anderen kommt man freilich nicht 
ohne die Beachtung der abweichenden Eigenschaften aus. 

Auch das Wasser ist elastisch; es läßt sich in einem wider- 
standsfähigen Gefäße unter hohem Drucke auf ein kleineres 
Volumen zusammendrücken. Diese Volumenänderung ist aber 
unter den praktisch erreichbaren Druckkräften so gering, daß 
man nur selten darauf Bücksicht zu nehmen braucht. Deshalb 



352 Achter Abschnitt. Die Mechanik flüssiger Körper. 

legen wir der idealen Flüssigkeit, die wir an Stelle des Wassers 
setzen wollen, die Eigenschaft der Unzusammendrückbarkeit 
bei. Ebenso sehen wir in der Regel von der Volumenänderung 
ab, die durch eine Temperaturänderung des Wassers hervor- 
gebracht werden kann. Eine gegebene Menge der idealen un- 
zusammendrückbaren Flüssigkeit soll daher stets den gleichen 
Raum einnehmen. 

Auch die Gase und Dämpfe gehören zu den flüssigen 
Körpern. Sie sind aber elastisch flüssig in dem Sinne, daß 
man schon von Anfang an auf den Zusammenhang zwischen 
dem Drucke, unter dem sie stehen, und dem Volumen, das 
sie einnehmen, Rücksicht nehmen muß. Sie vermögen ihr 
Volumen beim Nachlassen dös Druckes unbegrenzt zu ver- 
größern. Außerdem ändert sich bei gleichem Drucke ihr 
Volumen sehr stark mit der Temperatur imd umgekehrt! Aus 
diesem GrundiB spielen die Wärmeerscheinungen bei der Physik 
der Gase eine ausschlaggebende Rolle. Das Verhalten der Gase 
^ind Dämpfe bildet den Hauptgegenstajid der mechanischen 
Wärmetheorie. Da diese einen eigenen Wissenszweig ausmacht, 
-der sieh von der Mechanik losgelöst hat und für sich behan- 
delt wird, kann man die Mechanik der Gase kaum noch znr 
Mechanik im engeren Sinne rechnen. Viele von den Betrach- 
tungen der Mechanik der unzusammendrückbaren Flüssigkeiten 
eind indessen auch für die Gase entweder ohne weiteres gültig 
-oder sie können doch mit geringen Änderungen oder anch 
näherungsweise auf sie übertragen werden. Nur insofern dies 
;autrifft wird in diesen Vorlesungen auch auf das Verhalten der 
Oase Rücksicht genommen; alle Untersuchungen, bei denen 
Temperaturänderungen in Betracht kommen, bleiben dagegen 
der mechanischen Wärmetheorie vorbehalten. 

Vorher war gesagt, daß die flüssigen Körper einer Ge- 
staltänderung ohne Raumänderung keinen Widerstand leisten; 
wir wollen den Sinn dieser Aussage jetzt noch weiter ausein-r 
andersetzen. Zu diesem Zwecke betrachten wir einen flüssigen 
Körper, der in Ruhe ist und der eine bestimmte Gestalt hat. 
Entweder, können wir uns diesen Körper von festen Wänden 
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begrenzt denken oder wir können ihn uns auch durch eine 
geschlossene Fläche aus einer größeren Flüssigkeitsmasse ab- 
gegrenzt denken. Im letzten Falle ist die Grenzfläche nur 
willkürlich gedacht und nicht materiell verwirklicht; sie hat 
nur den Zweck, jenen Teil der ganzen Masse, auf den wir die 
besondere Aufmerksamkeit lenken wollen, bestimmt zu be- 
zeichnen. Auf den in dieser Weise abgegrenzten Körper wirken 
Yon außen her Kräfte ein; zunächst die Schwerkraft oder auch 
andere Massenkräfte und dann die von den festen Wänden oder 
von der außen angrenzenden Flüssigkeit auf die Oberfläche 
übertragenen Kräfte. Die Kräfte müssen, um Gleichgewicht 
miteinander zu halten, zunächst den allgemeinen Gleichgewichts- 
bedingungen für Kräfte am starren Körper genügen. Denn 
wenn der Flüssigkeitskörper dauernd in Ruhe bleiben soll, 
ändert er seine Gestalt nicht und wir können ihn dann vor- 
übergehend auch als starr betrachten. Diese allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen sind aber für den flüssigen Körper 
nur notwendige und nicht auch hinreichende Bedingungen; bei 
ihnen ist noch keine Bücksicht darauf genommen, daß die 
Flüssigkeit einer bloßen Gestaltänderung keinen Widerstand 
leisten kann. Wir betrachten daher jetzt irgend eine kleine 
Gestalt- und Lagenänderung des Flüssigkeitskörpers, die nur 
der Bedingung genügt, daß keine Änderung des Rauminhaltes 
mit ihr verbunden ist. In Übereinstimmung mit dem früheren 
Wortgebrauche wollen wir sie als eine virtuelle Bewegung des 
Flüssigkeitskörpers bezeichnen. Die Bedingung, daß die Flüssig- 
keit einer Gestaltänderung keinen Widerstand entgegenzusetzen 
vermag, läßt sich dann dahin aussprechen, daß die Summe der 
Arbeitsleistungen aller äußeren Kräfte für jede solche virtuelle 
Bewegung gleich Null sein muß. Denn wäre sie nicht Null, 
sondern positiv, so würde diese Bewegung nur durch die Da- 
zwischenkunffc der inneren Kräfte gehindert, was gegen den 
Sinn der Voraussetzung verstößt, und wäre sie negativ, so 
müßte eine ihr entgegengesetzte virtuelle Bewegung von selbst 
eintreten. 

Durch diese Ausführungen wird zugleich die Anwendung 

Föppl Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 23 
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des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten auf das Gleich- 
gewicht einer Flüssigkeit begründet. Hierbei darf man aber 
die Sache nicht etwa so ansehen, als wenn die Gültigkeit des 
Prinzips für flüssige Körper durch diese Betrachtung bewiesen 
werden sollte. Vielmehr erhält der Begriff des flüssigen Körpers 
durch diese Auseinandersetzung erst seine nähere Definition 
und die allgemein und darum unbestimmt gehaltene Aussage, 
daß der flüssige Körper einer Gestaltänderung keinen Wider- 
stand entgegen setze, einen greifbaren Inhalt. Daß flüssige 
Körper in der Natur vorkommen, die dem in dieser Weise 
näher bezeichneten Bilde entsprechen, kann selbstverständlich 
durch keinerlei theoretische Betrachtung bewiesen, sondern nur 
aus der Erfahrung festgestellt werden. 

Wir wollen uns femer den flüssigen Körper durch irgend 
einen ebenen Querschnitt in zwei Teile getrennt denken und 
das Gleichgewicht des einen Teiles betrachten. Eine Gestalt- 
änderung des ganzen Körpers ohne Änderung des Volumens 
wäre offenbar in der Art möglich, daß sich der eine Teil längs 
des gezogenen Querschnittes gegen den anderen verschöbe. 
Wir wenden für diese virtuelle Bewegung das Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten sowohl auf den ganzen Körper 
als auf den sich verschiebenden Teil an. In jedem Falle muß 
die Summe der Arbeiten aller äußeren Kräfte gleich Null sein. 
An dem sich verschiebenden Teile zahlen aber zu den äußeren 
Kräften auch jene, die vom anderen Teile her im Querschnitte 
übertragen werden. Da nun die Arbeiten der übrigen äußeren 
Kräfte, die am ganzen Körper allein als solche vorkommen, 
wegen dessen Gleichgewicht schon für sich Null ergeben müssen, 
so folgt, daß auch die Summe der Arbeiten der im Querschnitte 
übertragenen Kräfte an dem sich verschiebenden Teile gleich 
Null ist. Hiemach können diese Druckkräfte keine Kompo- 
nente haben, die in den Querschnitt selbst fiele. Da dies für 
jede beliebig abgegrenzte Flüssigkeitsmenge und für jeden be- 
liebig durch sie gelegten Querschnitt gilt, erkennen wir, daß 
die Flüssigkeit durch jedes in ihr ausgewählte Flächenteilchen 
nur Normalkräfte und keine Schubspannungen übertragen kann. 
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Dies gilt zunächst für den Gleichgewichtszustand und in- 
sofern ist dieser Schluß in Übereinstimmung mit dem tatsäch- 
lichen Verhalten aller Körper, die man als Flüssigkeiten be- 
zeichnet. Bei einer in beliebiger Bewegung befindlichen Wasser- 
masse triflFfc er aber nicht mehr zu. Hier können in der Tat 
Schubspannungen; die man aber in diesem Falle als innere 
Reibungen zu bezeichnen pflegt, auftreten. In vielen Fällen 
sind aber diese inneren Reibungen verhältnismäßig unbedeutend, 
sodaß sie bei einer ersten angenäherten Betrachtung außer acht 
gelassen werden dürfen. Deshalb schreiben wir der idealen 
Flüssigkeit, auf die sich unsere Betrachtungen in erster Linie 
beziehen sollen, die Eigenschaft zu, daß überhaupt keine inneren 
Reibungen in ihr auftreten können. 

Wir können hierfür noch einen anderen Ausdruck wählen. 
Die inneren Reibungen hängen nämlich, wie die Erfahrung 
lehrt, von den Geschwindigkeitsunterschieden zwischen benach- 
barten Teilen der Flüssigkeitsmasse und bei gegebenen Ge- 
schwindigkeitsunterschieden ferner noch von der Art der Flüssig- 
keit ab. Je größer sie sind, desto zäher wird die Flüssigkeit 
genannt. Die ideale Flüssigkeit hat nach dieser Ausdrucks- 
weise die Zähigkeit Null. Konzentrierte Schwefelsäure ist z. B. 
viel zäher als Wasser. So lange -es sich nur um die Unter- 
suchung von Gleichgewichtszuständen handelt, also im Gebiete 
der Hydrostatik, macht dies aber keinen Unterschied; die Lehren 
der Hydrostatik gelten für Schwefelsäure oder für noch zähere 
Flüssigkeiten ebenso genau, wie für das Wasser. Bei Aufgaben 
über die Bewegung von Flüssigkeiten spielt dagegen die Zähig- 
keit eine große Rolle; eine Lösung, die ohne Berücksichtigung 
der inneren Reibungen gewonnen wurde und die im gegebenen 
Falle für Wasser vielleicht noch hinlänglich genau richtig ist, 
kann für Schwefelsäure schon ganz unbrauchbar sein. 

In kürzerer Ausdrucksweise lassen sich die vorhergehenden 

Ausführungen auch in dem Satze zusammenfassen: „Flüssig 

ist ein Körper, der einer langsamen Gestaltänderung keinen 

Widerstand entgegensetzt; vollkommen flüssig wäre aber 

einer, in dem die inneren Kräfte auch bei einer beliebig 

23* 
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sciliiellen Gestaltilnderung, die sich ohne Änderung des Raum- 
inhaltes vollzöge, keine Arbeit zu leisten vermöchten/^ Der 
„vollkommen flüssige" Köi*per gleicht in dieser Hinsicht dem 
starren Körper, insofern nämlich, als bei beiden die inneren 
Kräfte unter keinen umständen Arbeit leisten können. So 
wenig es in aller Strenge starre Körper in der Natur gibt, 
ebensowenig gibt es vollkommen flüssige Körper. Beide Be- 
griffe lassen sich nur mit dem Vorbehalte aufstellen, daß im 
einzelnen Falle ihrer Anwendung zunächst ermittelt werden 
muß, ob sich das durch sie gegebene vereinfachte Bild genau 
genug mit der Wirklichkeit deckt. 

Wir kehren jetzt zur Betrachtung des aus der ganzen 
Flüssigkeitsmasse in beliebiger Weise abgegrenzten Körpers 
zurück und denken uns mit diesem eine virtuelle Bewegung 
vorgenommen. Der Einfachheit wegen wollen wir uns diese 

nur darin bestehend denken, 
daß irgend ein Flächenteilchen 
df der Oberfläche an ii^end 
einer Stelle um dn zurück- 
gedrängt, also einwärts ge- 
schoben wird, während an 
irgend einer anderen SteUe 
ein Flächenteilchen df um dn 
nach außen verschoben wird 
(vgl. Abb. 97). Der Unzu- 
sammendrückbarkeit wegen muß das dem Körper hinzugetretene 
Volumen dfdn' gleich dem ihm verlorenen Volumen dfdn 
sein. Wir wissen schon, daß die Druckkräfte überall senkrecht 
zur Oberfläche stehen müssen. Die auf die Flächeneinheit be- 
zogene Druckkraft an beiden Stellen sei mit p bezw. p be- 
zeichnet. An df wird die positive Arbeit pdfdn und an df 
die negative Arbeit pdfdn geleistet. Außerdem leistet auch 
die an dem Körper wirkende Massenkraft eine Arbeit. Als 
Massenkraft kommt gewöhnlich nur die Schwere in Betracht, 
und wir wollen diesen Fall hier voraussetzen. Der in der Rich- 
tung der Schwere gemessene Abstand von df und df sei h. 




Abb. 97. 
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Für die Arbeit der Schwerkraft kommt nur in Betracht, daß 
sich ein Massenteilchen vom Volumen dfdn um h nach unten 
verschoben hat (oder nach oben, wenn h negativ ist). Die Ver- 
schiebungen, die sonst noch innerhalb des Flüssigkeitsraumes 
auftreten, können zur Arbeit der Schwere nichts beitragen, 
weil sich dabei ebenso viele Massenteilchen nach oben als 
nach unten hin verschieben. Das Gewicht der Volumeneinheit 
der Flüssigkeit sei y. Dann ist die Arbeitsleistung der Schwer- 
kraft bei der betrachteten Formänderui^ ydfdn • h, und sie ist 
positiv, wenn h positiv ist. Die Bedingung, daß die Summe 
der virtuellen Arbeiten gleich Null sein muß, lautet daher 

pdfdn + ydfdnh = pdfdn', 
oder, wenn man beachtet, daß df dn = dfdn ist, 

p' = p + yA. (134) 

Hierbei ist wohl zu beachten, daß die Richtung der 
Flächenelemente df und df bei der Ableitung dieser Formel 
ganz gleichgültig ist. Wenn A = ist, wird p = p, wie auch 
die Flächenelemente geneigt sein mögen. Daraus folgt zweierlei, 
erstens nämlich, daß an derselben Stelle der Flüssig- 
keit der Druck für alle Schnittrichtungen, die man 
durch die Flüssigkeitsmasse legen mag, denselben 
Wert hat, und zweitens, daß der Druck in gleichen 
Höhen überall gleich groß ist. Der Spannungszustand 
in einer vollkommenen Flüssigkeit ist daher von besonders 
einfacher Art; er wird für jede Stelle durch die Angabe eines 
einzigen Zahlenwertes vollständig beschrieben. 

Dieses Resultat gilt genau für alle Flüssigkeiten im Gleich- 
gewichtszustande, auch für Gase. Für zähe Flüssigkeiten, die 
in beliebiger Bewegung begriffen sind, bleibt es aber nicht 
mehr streng gültig. Bei ihnen kann der Druck an derselben 
Stelle für verschiedene Schnittrichtungen merklich verschieden 
sein, und zwar um so mehr, je zäher die Flüssigkeit ist und 
je größer die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen benach- 
barten Teilen der Flüssigkeit sind. 

Häufig ist das Glied yh in Gleichung (134) gegenüber p 
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innerhalb der ganzen Flüssigkeit nur unbedeutend; die Flüssig- 
keit kann dann nahezu als gewichtslos betrachtet werden. 
Dann ist der Druck p oder p überhaupt an allen Stellen der 
Flüssigkeit und für alle Schnittrichtungen gleich groß. Dies 
trifft bei Gasen oder Dämpfen sehr häufig zu. Bei dem Dampf- 
drucke in einem Dampfkessel oder in einem Dampfzylinder 
braucht man z. B. auf die sehr geringfügigen Druckunter- 
schiede in verschiedenen Höhen keine Rücksicht zu nehmen. 

Auch für eine ganz beliebige kleine Gestaltänderung des 
Flüssigkeitskörpers läßt sich der Ausdruck für die Arbeit der 
Druckkräfte p leicht angeben. Versteht man nämlich jetzt 
unter df irgend ein Flächenelement und unter dn die Be- 
wegung, die df nach einwärts erfährt, so gibt das über die 
ganze Oberfläche erstreckte Integral 

Cpdfdn 

die von den Druckkräften geleistete Arbeit an. Dabei ist dn 
negativ zu rechnen, wenn es, wie vorher dn, nach außen ge- 
richtet ist. Auf die dabei etwa daneben auftretende, parallel 
zur Richtung von df gerichtete Komponente der Verschiebung 
kommt es nämlich nicht an, weil sie senkrecht zu p steht; 
ebenso wird bei einer Drehung von df um eine Schwerpunkts- 
achse keine Arbeit von p geleistet. 

Wenn p innerhalb der ganzen Flüssigkeitsmasse als kon- 
stant betrachtet werden kann, vereinfacht sich der Ausdruck 
för die geleistete Arbeit zu 

pjdfdn. 

Das hier noch vorkommende Integral stellt die Volumenver- 
minderung der ganzen Flüssigkeitsmasse dar. Bei der unzu- 
sammendrückbaren Flüssigkeit ist diese Verminderung und mit 
ihr die ganze Arbeit gleich Null, was ja auch in Überein- 
stimmung mit den vorausgegangenen Betrachtungen steht. 
Man wendet aber diese Berechnung der geleisteten Arbeit auch 
auf Gase und Dämpfe an, bei denen sich das Volumen ändern 
kann. Wird das ganze Volumen mit V und die Volumen- 
verminderung mit dV bezeichnet, so ist die von außen zu 
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leistende Arbeit gleich pdV. Dies gilt zunächst für eine 
kleine Gestaltanderang. Bei einer größeren Yolumenändening 
ändert sich auch der Druck mit F; für die Arbeit Ay die hier- 
bei aufzuwenden ist, hat man dann 

A=JpdV. (135) 

Dehnt sich das Gras oder der Dampf aus, wie im Zylinder 
einer Dampfmaschine, so wird A negativ, d. h. es wird dann 
eine nach Gl. (135) zu berechnende Arbeit nach außen hin 
abgegeben. 

Auch für das Wasser wird von diesen Betrachtungen Ge- 
brauch gemacht, wenn es sich darum handelt, eine Wasser- 
menge aus einem Gefäße, in dem es unter dem Drucke p^ 
steht, in ein anderes mit dem Drucke p überzuführen. Die 
hierfür aufzuwendende Arbeit ist 

wenn unter V wieder das Volumen der Wassermasse ver- 
standen wird. 

§ 57. Ausfluß aus Gefäßen. 

Ein Gefäß, dessen Horizontalschnitt überall groß ist gegen 
den Querschnitt F der Ausflußöffiiung, sei bis zur Höhe h 
über der Ofi&iung mit einer unzusammendrückbaren Flüssigkeit, 
also etwa mit Wasser, gefüllt. Wenn ein Schieber, der die 
Oflfnung vorher verschlossen hatte, weggezogen wird, beginnt 
das Wasser zuerst mit kleinerer und dann mit allmählich 
wachsender Geschwindigkeit auszuströmen, bis ein Zustand 
hergestellt ist, der unverändert fortdauert, wenn man den 
oberen Wasserspiegel durch einen Zufluß immer in derselben 
Höhe erhält. Der stationäre Zustand stellt sich übrigens schon 
in kurzer Zeit ein, und um ihn allein wollen wir uns hier 
kümmern. 

Die Bahn, die ein einzelnes Wasserteilchen zuerst inner- 
halb des Gefäßes und dann in dem austretenden Wasserstrahle 
zurücklegt, wird als eine Stromlinie bezeichnet. Man denke 
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sich eine Anzahl solcher Stromlinien angegeben. Innerhalb 
des Gefäßes werden sie verhältnismäßig weit auseinander liegen^ 
während sie sich in der Mündung eng zusammendrängen. 
Legt man durch jeden Punkt einer geschlossenen Kurve, die 
im Gefäße beliebig, etwa in einer horizontalen Ebene, gewählt 
wird, eine Stromlinie, so wird dadurch ein Raum abgegrenzt, 
durch den die innerhalb liegenden Wasserteilchen so fließen, 
als wenn sie in einer Röhre von dieser Gestalt eingeschlossen 
wären. Man nennt daher diesen Raum eine Stromröhre oder, 
wenn der Querschnitt sehr klein ist, einen Stromfaden. Auch 
der Stromfaden ist oben weiter und verengt sich in der Mün- 
dung. Durch jeden Querschnitt des Stromfadeus fließt aber 
dieselbe Wassermenge; je kleiner daher der Querschnitt wird, 
desto größer muß die Geschwindigkeit werden. Die Geschwin- 
digkeit ist demnach am größten, wo die Stromlinien am engsten 
zusammenliegen. Dies braucht nicht gerade in der Mündung 
selbst der Fall zu sein. Wenn die Mündung durch einen Aus- 
schnitt in einer dünnen Wand gebildet wird, drängen sich 
vielmehr die Stromlinien in ihr von den Seiten her zusammen 
und konvergieren, da sie die augenblickliche Bewegungsrich- 
tung nicht plötzlich ändern können, auch noch jenseits der 
Mündung, bis der engste Querschnitt erreicht ist. Diese Er- 
scheinung wird als die Einschnürung oder die Kontraktion des 
Wasserstrahls bezeichnet. Durch eine Ansatzröhre, die sich 
nach der Mündung zu selbst allmählich zusammenzieht, kann 
aber eine weitere Einschnürung nach dem Durchlaufen der 
Mündung vermieden werden. 

Es handelt sich jetzt darum, die größte Geschwindigkeit 
im eingeschnürten Querschnitte in der Nähe der Mündung zu 
berechnen; wir bezeichnen sie mit v. Die in einer Sekunde 
ausfließende Wassermenge sei, in Volumeneinheiten ausgedrückt, 
mit Q bezeichnet; das Gewicht von Q ist gleich yQ, wenn y 
das Gewicht der Volumeneinheit ist. Nach Ablauf einer 
Sekunde ist der Zustand sonst überall noch derselbe, wie vor- 
her; dagegen ist ein Wassergewicht yQ in der Höhe des oberen 
Wasserspiegels fortgenommen und ebensoviel Wasser ist unten 
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aasgeströmt. Oben hatte das Wasser eine potentielle Energie, 
während das ausströmende Wasser eine lebendige Kraft besitzt, 
die jener gleich sein muß, wenn andere Energieumwandlnngen 
daneben nicht Torkommen. Bei einer vollkommenen Flüssig- 
keit sind solche nicht möglich^ wohl aber bei einer zähen 
Flüssigkeit y in der durch die Überwindung der inneren Rei- 
bungen mechanische Energie yerbraucht und in Wärme um- 
gesetzt wird. Die potentielle Energie, die einem Höhen- 
unterschiede h entspricht, ist gleich yQh und die lebendige 
Kraft der gleichen Wassermasse ist bei der Geschwindigkeit v 

gleich ^^^— • Setzt man beide Werte einander gleich, so er- 

hält man 



Um aber auf die Zähigkeit der Flüssigkeit Rücksicht zu 
nehmen, durch die v vermindert wird, setzen wir anstatt dessen 

t; = cl/2%. (136) 

Der Faktor c heißt der Geschwindigkeitskoeffizient; 
er muß notwendig ein echter Bruch sein und kann durch 
Versuche ermittelt werden. Solche Versuche sind für Wasser 
schon oft angestellt worden und haben ungefähr den Wert 
c = 0,97 ergeben. Das ist nicht viel weniger als Eins. Beim 
Ausflusse des Wassers macht sich also die Zähigkeit nicht sehr 
bemerklich; dieser erfolgt fast genau so, wie bei einer voll- 
kommenen Flüssigkeit. Bei zäheren Flüssigkeiten kann aber c 
natürlich erheblich kleiner werden. 

Auch die Ausflußmenge Q ergibt sich leicht aus 61. (136). 
Findet bei einer passenden Ansatzröhre unmittelbar nach dem 
Verlassen der Mündung keine Einschnürung mehr statt, so er- 
hält man Q durch Multiplikation der Mündungsfläche mit v. 
Man kann sich nämlich die ganze in der Zeiteinheit aus- 
fließende Menge in Gestalt eines Zylinders von der Grund- 
fläche F angeordnet denken, dessen Höhe gleich dem in der 
Zeiteinheit zurückgelegten Wege v ist. Im allgemeinen, nament- 
lich beim Ausflusse aus dünner Wand, findet abßr noch eine 
Einschnürung statt. An Stelle des Querschnittes F der Mün- 
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dnngsflache tritt dann der eingeschnürte Querschnitt vF. Der 
Faktor c' heißt der Eontraktionskoeffizient und wird am 
besten ebenfalls auf dem Wege des Versuchs ermittelt. Man 
kann nämlich auch auf dem Wege der Rechnung eine Schätzung 
seiner Größe erlangen, wenn man den Verlauf der Stromlinien 
näher verfolgt. Diese Rechnung ist aber nicht nur sehr müh- 
sam^ sondern sie liefert auch nicht so zuverlässige Resultate 
als ein unmittelbarer Versuch. Im übrigen hängt c nicht nur 
von der Gestalt der Ansatzröhre oder der Zuschärfung der 
Wand an der Austrittsstelle^ sondern auch von der Querschnitts- 
form des Strahles ab. In erster Annäherung kann man^ nament- 
lich für einen kreisförmigen Strahlquerschnitt, bei dem Aus- 
flusse aus einer dünnen Wand d etwa gleich 0,64 setzen. 
Für Q erhält man hiermit 

Q == (!Fv = cdF^/Y^h. (137) 

Das Produkt der beiden Erfahrungskoeffizienten c und c kann 
auch zu einem einzigen Faktor 2; zusammengefaßt werden, der 
der Ausflußkoeffizient genannt wird. Man erhält dann 



q = ltFy2gh. - (138) 

Für den Ausfluß aus dünner Wand wird nach dem vorher 
Bemerkten Ä etwa gleich 0,62. 

Bisher war vorausgesetzt, daß der Druck, durch den das 
Wasser zum Ausfließen gebracht wird, durch das Gewicht der 
Wassersäule von der Höhe h veranlaßt sei. Es kann aber 
keinen Unterschied machen, wenn das Wasser in Wirklichkeit 
nicht bis zur Höhe h reicht, sondern wenn der Druck der 
darüber hinaus gehenden Wassersäule in anderer Weise ersetzt 
wird. Läßt man also z. B. das Wasser aus einem unter Druck 
stehenden Dampfkessel durch ein unten angebrachtes Rohr 
ausströmen, so wird die Ausflußgeschwindigkeit nicht nur 
durch die Höhe des Wasserspiegels im Dampfkessel bedingt, 
sondern man muß dazu noch eine Wassersäule rechnen, deren 
Höhe dem Dampfdrucke im Kessel entspricht. Dabei ist zu 
beachten, daß ein Druck von 1 atm oder von 1 kg/qcm durch 
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eine Wassersäule von 10 m Höhe hervorgerufen wird. Wenn 
der Dampfüberdruck im Kessel 5 atm beträgt^ ist also für h 
die um 50 m vermehrte Höhe des Wasserspiegels im Dampf- 
kessel über dem Ausflußquerschnitte in die vorigen Formeln 
einzuführen. 

Hierbei ist freilich zu beachten, daß beim Ausströmen 
des Wassers aus einem Dampfkessel zugleich ein teilweises 
Verdampfen eintreten kann. Wenn aber zum Teile Dampf 
anstatt Wasser ausströmt, muß dadurch die ausströmende 
Menge geändert werden. — Aus Versuchen von Prof. Knoblauch 
geht indessen hervor, daß hierbei ein Siedeverzug eintritt, so- 
daß man es in der Tat im wesentlichen nur mit ausströmendem 
Wasser zu tun hat. Man kann daher die vorher abgeleiteten 
Formeln auch auf diesen Fall mit hinreichender Genauigkeit 
anwenden. 

Für den Ausfluß von Gasen aus einem Gefäße gelten 
übrigens die vorausgehenden Formeln ebenfalls, so lange der 
Druckunterschied, der den Ausfluß bewirkt, nicht sehr erheb- 
lich ist, also etwa bei dem Ausflusse aus einer Leuchtgas- 
leitung oder aus einem Ventilationsschachte o. dgl., wo der 
Druckunterschied in einigen cm Wassersäule ausgedrückt wer- 
den kann. Unter h ist dann in den vorausgehenden Formeln 
die Höhe einer Gassäule, zu verstehen, deren Gewicht bei überall 
gleicher Dichte hinreicht, um den gegebenen Druck auf die 
Grundfläche hervorzubringen. So ist z. B. Wasser ungefähr 
800 mal schwerer als Zimmerluft. Ein Druckunterschied, der 
durch eine Wassersäule von 1 cm Höhe gemessen wird, ent- 
spricht daher einem Werte h von 8 m für Luft unter den 
gewöhnlich vorliegenden Verhältnissen, bei Leuchtgas, das 
leichter ist als Luft, entsprechend mehr. 

Bei großen Druckunterschieden, also z. B. solchen von 
1 atm, werden die früheren Formeln für Gase unzuverlässig. 
Dies rührt namentlich davon her, daß das Gas bei so großen 
Druckunterschieden sein Volumen sehr stark ändert und damit 
zugleich auch seine Temperatur. 
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§ 58. Veränderlichkeit des Druckes in einem Stromfaden. 
Die in § 56 abgeleitete Gleichung (134) 

gilt nur für den Fall des Gleichgewichts. In einem Strom- 
faden einer strömenden Flüssigkeit befolgt die Veränderlichkeit 
des Druckes ein anderes Gesetz, zu dessen Herleitung wir uns 
durch zwei Querschnitte df und df einen Wasserkörper aus 
dem Stromfaden abgegrenzt denken wollen. Wir beobachten 
die Bewegung dieses Körpers während eines kleinen Zeit- 

teilchens. Während dessen mögen 
^ / sich die Wasserteilchen des oberen 

.^ "^^^^^Csy Querschnitts df (vgl. Abb. 98) um dn 

I / W-/ ^ jjj ^jgj. Richtung der Stromlinien und 

I / / die von df um dn bewegen. Da 

^ / / durch den Mantel des Stromfadens 

I / / keine Bewegung erfolgt, muß der 

^ _/W'/ Raumbeständigkeit wegen dfdn gleich 

yTxf^ , df dn sein. Die an der Mantel- 

^ ^^^ gg fläche wirkenden Druckkräfte leisten 

bei dieser Bewegung keine Arbeit, 
da wir eine vollkommene Flüssigkeit voraussetzen, bei der der 
Druck stets rechtwinklig zur Grenzfläche, hier also rechtwinklig 
zur Bewegxmgsrichtung steht. 

Der Druck auf die obere Querschnittsfläche des Wasser- 
körpers ist gleich 'pdf und die von ihm geleistete Arbeit gleich 
pdfdn. Diese ist positiv; ihr steht die negative Arbeitsleistung 
vom Betrage p'dfdn des auf die untere Grenzfläche wirken- 
den Druckes gegenüber. Die Arbeitsleistung der Schwere ist 
positiv und gleich ydfdn • Ä, da sich im ganzen ein Wasser- 
teilchen vom Volumen dfdn um die Höhe In nach abwärts 
bewegt hat, während sich sonst an der Verteilung der Flüssig- 
keit über den Stromfaden nichts änderte. 

Bis dahin ist die Betrachtung genau in Übereinstimmung 
mit der in § 56 angewendeten. Hier kommt aber noch hinzu, 
daß sich auch die lebendige Kraft geändert hat. Zwischen 
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dem unteren Ende von dn und dem oberen von dn sind zwar 
die Geschwindigkeiten der Wasserteilchen, die sich gerade an 
irgend einer gegebenen Stelle befinden, noch genau so groß, 
als sie an derselben Stelle zu Anfang waren, da wir eine sta- 
tionäre Strömung voraussetzen. Die einzige Änderung in der 
lebendigen Kraft des betrachteten Wasserkörpers kommt dem- 
nach darauf hinaus, daß oben ein Element vom Volumen dfdn 
mit der Geschwindigkeit v wegfällt, während dafür unten ein 
ebenso großes Volumen mit der Geschwindigkeit v hinzutritt. 
Wenn t?' größer als v ist, bedeutet dies einen Zuwachs an 

lebendiger Kraft von der Größe ^ (v'^ —- v^). Dieser Zu- 

wachs wird durch den Überschuß der positiven Arbeiten der 
äußeren Kräfte über die negativen bewirkt. Wir haben also 
die Arbeitsgleichung 

pdfdn - p'dfdn + ydfdnh = ?^/-^^(t;'2 _ ^s) 
und da dfdn ^ dfdn ist, folgt daraus 

l'' + C = i' + l? + ^'^- (139) 

Abgesehen von dem Höhenunterschiede Ä, der bei dem 
bewegten Wasser ebenso wie bei dem ruhenden für sich ge- 
nommen eine Druckvermehrung in den tiefer liegenden Schichten 
bewirkt, wird demnach der Druck um so kleiner, je größer 
die Geschwindigkeit ist. Deshalb vermindert sich z. B. der 
Druck auch schon im Inneren eines Gefäßes, aus dem ein 
Ausfluß erfolgt, in der Nähe der Mündung, je mehr sich die 
Stromlinien zusammendrängen und damit die Geschwindig- 
keit steigt. 

Oft ist es bequem, für die Gl. (139) eine etwas geänderte 
Ausdrucksform zu wählen. Für einen Körper, der aus der 
Höhe H frei herabfällt, ist nämlich 

~ = S, 

^9 

Man bezeichnet diese Höhe H als die Geschwindigkeitshöhe 
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und kann mit ihrer Benutzimg GL (139) in der Form 

jß^p + yQi + H-H') (140) 

anschreiben. Damit nähert sich die Aussage wieder mehr der 
für den Gleichgewichtszustand gültigen Gleichung (134). 

Von den vielfachen Anwendungen, die man von Gl. (139) 
oder (140) macht, sei hier als Beispiel nur eine hervorgehoben. 
Es möge sich darum handeln, die Geschwindigkeit zu messen, 
mit der das Wasser an irgend einer Stelle durch das Haupt- 
rohr einer Wasserleitung strömt. Um Betriebsstörungen, die 
gelegentlich durch den in das Bohr eingeschalteten Meßapparat 
hervorgerufen werden könnten, zu vermeiden, ist es erwünscht, 
daß dieser keine beweglichen Teile im Rohre selbst besitze. 
Um diese Aufgabe zu lösen, kann man, wie es bei dem Wasser- 
messer von Venturi geschieht, dem Rohre an der betreflfenden 
Stelle auf eine kurze Strecke einen kleineren Querschnitt geben. 
Das Wasser ist dann genötigt, diese Strecke mit entsprechend 
größerer Geschwindigkeit zu durchfließen und dabei sinkt nach 
Gl. (139) der Druck. Man braucht jetzt nur den Druckunter- 
schied p — p zwischen der verengten Stelle und dem weiteren 
Rohre zu messen, um aus Gl. (139) sofort die DiflFerenz der 
Geschwindigkeitsquadrate zu erhalten. Diese Messung kann 
mit Hilfe eines Manometers, dem man eine für diesen Zweck 
passende Form gibt, leicht ausgeführt werden. Da zugleich 
das Verhältnis der Geschwindigkeiten v und v aus der Glei- 
chung vF' = vFy wenn F und F' die Querschnittsflächen 
bedeuten, bekannt ist, folgen sofort beide Geschwindigkeiten 
und damit auch die Wassermenge, die zur Zeit der Beobach- 
tung in jeder Sekunde durch die Leitung fließt. 

Nach Durchströmen der verengten Stelle verringert sich 
die Geschwindigkeit wieder und damit wächst der Druck un- 
gefähr wieder auf denselben Wert wie vor der Einschnürung. 
Bei einer vollkommenen Flüssigkeit, für die (Gl. 139) streng 
gilt, könnte überhaupt kein Druckverlust durch die Einschal- 
tung der engeren Strecke herbeigeführt werden. Beim Wasser 
ist dies aber anders; beim XJbergange aus dem weiteren Rohre 
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in den engeren Teil und umgekehrt treten größere Geschwin- 
digkeitsunterschiede zwischen benachbarten Stromfäden und 
und mit ihnen innere Reibungen auf, deren Überwindung einen 
Druckverlust verursacht. Durch sanfte Übergänge aus dem 
weiteren in den engeren Teil kann der Druckverlust herab- 
gesetzt werden. Er kann natürlich ebenfalls leicht durch ma- 
nometrische Messungen zwischen dem vor und dem hinter der 
verengten Stelle liegenden Teile der Rohrleitung gemessen 
werden. Der Erfahrung nach ist er unter sonst gleichen Um- 
ständen dem Quadrate der Geschwindigkeit in der weiteren 
Leitung proportional zu setzen. 

Wenn v durch starke Verengung des Querschnitts an 
irgend einer Stelle sehr groß würde, lieferte Gl. (139) einen 
negativen Wert von /?'. In diesem Falle trennt sich aber das 
Wasser von der Gefäßwand und es bildet innerhalb des Ge- 
fäßes einen freien Strahl. Die Geschwindigkeit wird dann an 
dieser Stelle nur so groß, als wenn das Wasser ins Freie aus- 
strömte. Mit dieser Erscheinung ist ein Druckverlust ver- 
bunden, der durch eine nachfolgende Erweiterung des Quer- 
schnitts nicht wieder ausgeglichen werden kann. 

Anders als diese Erscheinungen ist die Wirkung der Strahl- 
pumpen zu beurteilen. Bei diesen mündet ein von einer Druck- 
wasserleitung versorgtes Eohr innerhalb eines an beiden Enden 
offenen Rohres aus, das von unter niederem Drucke stehendem 
Wasser gefüllt ist. Das aus der Druckleitung mit großer Ge- 
schwindigkeit ausströmende Wasser reißt das es umgebende Nieder- 
druckwasser durch Reibung mit fort. Dabei vermischen sich beide 
Wassermassen und sie nehmen eine mittlere Geschwindigkeit an, 
mit der sie aus dem weiteren Rohre ausströmen. Hierbei kommen 
die Gesetze des unelastischen Stoßes zur Geltung. Die Bewegungs- 
größe des vereinigten Wasserstrahles ist ebenso groß als die Be- 
wegungsgröße, die dem Hochdruckstrahle allein entsprechen würde. 
Durch dieses einfache Mittel vermag man eine große Wassermenge 
mit Hilfe einer kleineren Betriebswassermenge leicht auf eine Höhe 
von einigen Metern zu heben. Man muß aber beachten, daß dabei 
ein Arbeitsverlust von derselben Größe, wie er früher für den un- 
elastischen Stoß, also für das Ende der ersten Stoßperiode, berech- 
net wurde, mit in den Kauf genommen werden muß. Als wirt- 
schaftlich sind daher die Strahlpumpen im allgemeinen nicht zu 
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iDetraehten; nur wo es auf den Arbeitsverlust nicht wesentlich an- 
kommt, sind sie ihrer Einfachheit wegen, die zugleich Betriebs- 
stömngen fern hält, am Platze. 

Auch auf Gase und Dämpfe sind alle diese Betrachtungen 
im allgemeinen (falls nämlich nicht sehr große Druckunterschiede 
auftreten) anwendbar. Eine besondere Erwähnung verdient noch 
die Dampfstrahlpumpe oder der Injektor, der zur Zuführung des 
Speisewassers in einen im Betriebe stehenden Dampfkessel benutzt 
wird. Ein Dampfstrahl tritt aus dem Kessel mit viel größerer 
Geschwindigkeit aus, als ein Wasserstrahl. Dies rührt davon her, 
daß derselbe Druck p einer viel größeren Druckhöhe h der Dampf- 
säule entspricht, als die Höhe der Wassersäule beträgt, die den 
Druck p herbeiführt. Der austretende Dampfstrahl wird nun, in- 
dem er sich mit dem ihn umgebenden Speisewasser mischt, ganz 
oder zum Teile kondensiert. Dabei verliei't er freilich den größten 
Teil seiner Geschwindigkeit, sodaß die Bewegungsgröße des ent- 
stehenden Gemisches ebenso groß bleibt, wie zuvor. Aber auch 
diese verminderte Geschwindigkeit, mit der sich nun das Gemisch 
in dem Eohre weiter bewegt, ist noch größer als jene, mit der 
ein Wasserstrahl aus dem Dampfkessel ausströmen würde. Diese 
Geschwindigkeit kann nun nach Gl. (139) wieder in einen Druck 
umgewandelt werden, der hinreicht, um das Ventil, das den Zu- 
gang zum Kessel verschließt, zu heben. In der Tat wird nämlich 
in demselben Maße, als die Kondensation des Dampfes fortschreitet, 
die Geschwindigkeit in den weiter folgenden Querschnitten des 
überall gleich weiten Rohres verringert und damit wächst der Druck. 

Eine ausführliche rechnerische Verfolgung des Vorgangs kann 
nur auf Grund der Lehren der mechanischen Wärmetheorie über 
das Verhalten des Wasserdampfes gegeben werden; hier müssen 
daher diese Andeutungen über den der eigentlichen Mechanik an- 
gehörigen Teil der Theorie des Injektors genügen. 



§ 59. Besondere Fälle des Ausflusses aus Gefäßen. 

Die Untersuchung in § 57 bezog sieb nur auf den Aus- 
fluß aus einer gegen die Druckhöhe kleinen Oflfnung ins Freie. 
Wir woUen sie jetzt auf einige andere Fälle übertragen und 
zwar zunächst auf den Ausfluß unter Wasser. Zwei Gefäße 
seien durch eine Wand getrennt, in der sich eine Öffnung be- 
findet. Die Druckhöhe im einen Gefäße, etwa bis zur Mitte 
der Öffnung gerechnet, sei Ä, die im anderen h' und es sei 
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h > h\ Maßgebend für die Geschwindigkeit v, mit der das 
Wasser aus dem ersten in das zweite Gefäß überströmt , ist 
der Druckhöhenunterschied h — h\ Man vergleicht diesen Fall 
mit dem anderen, daß das Wasser unter der Druckhöhe h — Ji 
unmittelbar ins Freie ausfließt, setzt also 



v=^cy2g{h-h'), (141) 

woraus man durch Multiplikation mit der Querschnittsfläche 
des austretenden Strahles auch die Ausflußmenge erhält. 

Gestützt wird diese Betrachtung durch die Überlegung, 
daß die Geschwindigkeit des austretenden Strahles durch die 
äußeren Bedingungen daran gehindert ist, das Wasser wieder 
auf eine größere Höhe als K zu heben. Die Geschwindigkeit v 
wird daher als verloren für die Erzielung einer größeren Druck- 
höhe angesehen. Die ihr entsprechende Energie verliert sich 
in den Wirbeln, die der Ausfluß im Gefolge hat, und wird 
durch Überwindung der dabei auftretenden inneren Reibungen 
in Wärme verwandelt. Die hierbei ins Spiel kommende po- 
tentielle Energie ist für das Wassergewicht yQ gleich yQ(h — h') 

und die in Verlust gehende lebendige Kraft gleich ^^^— , wo- 

raus durch Gleichsetzung der vorher angegebeneWert von t; folgt. 

Recht befriedigend ist diese Betrachtung freilich nicht. 
Es ist von vornherein keineswegs ausgemacht, daß die ganze 
lebendige Kraft des ausfließenden Strahles vollständig in Wärme 
verwandelt wird. Es könnte recht wohl der Druck in der 
AusflußöflEaung unter h' sinken und sich durch teilweise Um- 
wandlung der Geschwindigkeitshöhe H in einiger Entfernung 
von der Mündung auf den normalen Wert im zweiten Gefäße 
erhöhen. Dann müßte v größer werden, als vorher angegeben 
war. Um das tatsächliche Verhalten festzustellen, ist man da- 
her auf die Ergebnisse von Versuchen angewiesen. Soweit diese 
bisher vorliegen, rechtfertigen sie indessen im allgemeinen den 
vorher gewählten Ansatz. In Fällen, bei denen ein genauer 
Wert der Ausflußmenge von Wichtigkeit ist, tut man aber 
jedenfalls am besten daran, unmittelbare Versuche zur Fest- 

Föppl, Einführang in die Mechanik. S. Anfl. 24 
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Stellung des mit der Formel in Verbindung zu bringenden 
Ausflußkoeffizienten anzustellen.*) 

Femer sei jetzt der Fall untersucht, daß die Höhe der 
Öffnung yerhältnismäßig groß ist gegen die Druckhöhe, sodaß 
es nicht mehr zulässig ist, die Druckhöhe und mit ihr die 
Ausflußgeschwindigkeit für alle Punkte der Mündungsfläche als 
gleich groß anzusehen. Für den Ausfluß unter Wasser macht 
die größere Höhe der Ausflußfläche natürlich keinen Unter- 
schied, da h — h' doch überall denselben Wert hat. Wenn aber 
der Ausfluß ins Freie erfolgt, sei x die Höhe des Wasser- 
spiegels über einem Flächenteilchen des Ausflußquerschnitts. 
Dann ist die Geschwindigkeit v an dieser Stelle, wenn von der 
Multiplikation mit den Koeffizienten zunächst abgesehen wird, 

V = y2gx 
und daher die ganze sekundliche Ausflußmenge 

Q ^JvdF - yTgJYxdF. 

Die Summierung ist über die ganze Fläche des Ausflußquer- 
schnitts zu erstrecken. Um sie wirklich ausführen zu können, 
muß man die Gestalt dieses Querschnitts kennen. Wir wollen 
annehmen, daß der Querschnitt ein Rechteck von den horizon- 
talen Seiten 6 bildet, von denen die untere um A, die obere 
um Ä' unter dem Wasserspiegel liegt, sodaß h —-h' die Höhe 
des Rechtecks angibt. Da x der Breite nach konstant ist, 
kann man für dF sofort hdx schreiben und erhält 

h 

Q = bY2gfyxdx = 16 V^ (a* - A'*) . (142) 

*) Herr Prof. Camerer hat in Übereinstimmung mit den vorher- 
gehenden Darlegungen in seiner Darmstädter Doktor-Arbeit neuerdings 
eindringlich darauf hingewiesen, daß die Durchflußgeschwindigkeit v 
eigentlich gar nicht unmittelbar mit h — h' zusammenhänge / sondern 
daß V so lange steigen müsse, bis der dadurch hervorgerufene Beibungs- 
Verlust den durch h — h' bedingten Energieunterschied aufzehrt. Er 
bemerkt mit Recht, daß in einem sich nach der Mitte hin verengenden 
Yerbindungsrohre zwischen beiden Gefäßen v an der engsten Stelle weit 
größer werden könne, als es Gl. (141) entsprechen wurde. 



§ 60. Ansflußzeiten. 
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Hierzu tritt dann noch der Äusflußkoeffizient^ der ebenso groß 
wie früher anzunehmen ist, als Faktor. 

Ein besonderer Fall liegt vor, wenn ä' == ist, wenn sich 
also die Ausflußfläche bis zum oberen Wasserspiegel erstreckt, 
wie es z. B. bei den überfallwehren zutrifft (vgl. Abb. 99). 
Mit Ä' = und Beifügung des Ausflußkoeffizienten h geht 
Gl. (142) über in 

Q « ^khy2g¥ ^ \lcFy2gh, (143) 

wobei noch die Rechteckfläche F=bh eingeführt ist. Un- 
mittelbar über dem Wehre selbst 
senkt sich der Wasserspiegel; unter 
h ist aber die Höhe des Wasser- 
spiegels in einiger Entfernung über 
der Wehroberkante zu verstehen. Die 
Senkung kommt nämlich nicht für 
die Geschwindigkeit in Betracht, son- 
dern nur für den Durchflußquer- 
schnitt, der wegen dieser Senkung eine Einschnürung erfährt, 
die in dem Ausflußkoeffizienten Je schon berücksichtigt ist. 




Abb. 99. 



§ 60. Ausflußzeiten. 

Bis jetzt war immer angenommen worden, daß der Wasser- 
spiegel' in dem Gefäße durch einen Zufluß dauernd in der- 
selben Höhe erhalten werde. Wenn sich der Wasserspiegel 
infolge des Ausflusses allmählich senkt, gelten die früheren 
Formeln für v und Q in jedem Augenblicke für die gerade 
bestehende Druckhöhe x, die mit der Zeit veränderlich ist. 
Um zu berechnen, wie lange es dauert, bis sich die Druckhöhe 
von ihrem anfänglichen Werte h bis auf A' gesenkt hat, gehe 
man von den beiden Gleichungen 



Q = kfy2gx und Qdt Fdx 

aus, in denen f den Querschnitt der Ausflußöffnung und F den 
Querschnitt des Gefäßes in der Höhe x bedeuten. Die zweite 
Gleichung spricht aus, daß der Wasserinhalt des Gefäßes 

24* 



^,-rf< = -;-- (144) 
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um Fdx abnimmt, wemi die Menge Qdt im Zeitelemente dt 
ausfließt. Die Höhen x sind von der Ausflußöfifnung nach 
oben hin gezählt. Setzt man den Wert von Q aus der ersten 
in die zweite Gleichung ein und ordnet so, daß auf der einen 
Seite nur die mit x behafteten Faktoren stehen, so erhält man 

Yx 

Die Gleichheit der Differentialausdrücke erfordert, daß. sich 
die zugehörigen Integrale nur um eine konstante Größe unter- 
scheiden können. Durch Integration folgt daher 

KV^t=^C-2yx. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C dient die 
Bedingung, daß zu Anfang des Vorgangs, also zur Zeit f = 0, 
die Wasserhöhe den Wert A hatte. Damit die Gleichung für 
diesen Augenblick erfüllt sei, muß also C = 2]/Ä gesetzt 
werden; man erhält daher 

kfy^g 

oder, wenn die Zeit bis zu dem Augenblicke berechnet werden 
soll, für den x = K ist, 

^^20A-^^ (145) 

Auch die bis zur völligen Entleerung des Gefäßes ver- 
fließende Zeit ist hiermit gegeben, wenn man A' = setzt. 

Bei der Ableitung dieser Formel war vorausgesetzt, daß F 
konstant, das Gefäß also zylindrisch sei. Im anderen Falle ist 
GL (144) in der Form 

Jcfy2gdt -^dx 

yx 

anzuschreiben und die Integration erst auszuführen, nachdem 
F in. X ausgedrückt ist. Im übrigen wird aber dadurch an 
dem Rechnungsgange nichts geändert. 

Man kann auch die Aufgabe umkehren, nämlich die Ver- 
änderlichkeit des Querschnitts F so bestimmen, daß sich der 
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Wasserspiegel nach einem vorgeschriebenen Gesetze senkt. 
Verlangt man z. B., daß sich der Wasserspiegel in gleichen 
Zeiten stets um gleich viel senke, so muß, weil jetzt dx pro- 
portional mit dt ist, 

-^ = J^ oder F^KYi 

yx 

sein, wenn K ein beliebig zu wählender konstanter Wert ist. 
Auch auf den Ausfluß unter Wasser lassen sich diese Be- 
trachtungen ohne jede wesentliche Änderung ausdehnen. 



§ 61. Druck eines Wasserstrahls gegen eine feste Wand. 

Ein Wasserstrahl, der senkrecht auf eine feste Wand trifft, 
breitet sich nach dem AuftreflFen nach allen Seiten hin aus 
und das Wasser fließt längs der Wand ab. Die Bewegung 
erfolgt freilich in Wirklichkeit nicht ganz so regelmäßig, wie 
wir sie dabei voraussetzen; namentlich tritt, wie man aus der 
Erfahrung weiß, zugleich ein Umherspritzen von Tropfen ein, 
die sich aus der Wassermasse loslösen und zurückprallen. 
Dieses Zurückprallen erinnert jeden, der die Erscheinung be- 
obachtet, an die Vorgänge beim elastischen Stoße. In der Tat 
kommt hierbei die Elastizität des Wassers, also seine Fähig- 
keit sich unter Druck etwas zusammenpressen zu lassen und 
hierbei Formänderungsarbeit aufzuspeichern, mit ins Spiel. Da 
es sich aber jetzt nur um eine näherungsweise Darstellung des 
Vorgangs handelt, können wir von diesen minder wesentlichen 
Begleiterscheinungen absehen. 

Der Querschnitt des Strahles vor dem Auftreffen sei 
gleich F, die Geschwindigkeit gleich v, die in der Zeiteinheit 
durch den Strahl zugeführte Wassermenge Q daher gleich Fv. 
Diese Wassermenge Q vom Gewichte yQ hatte vor dem Auf- 
treffen auf die Wand eine rechtwinklig zu dieser gerichtete 

Bewegungsgröße vom Werte y~v oder 
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Nach dem Auftreffen fließt das Wasser nach allen Seiten 
hin gleichmäßig ab. Die Bewegungsgröße ist gleich der geo- 
metrischen Summe der Bewegungsgrößen der einzelnen Wasser- 
teilchen, also, da diese nach entgegengesetzten Richtungen mit 
gleichen Geschwindigkeiten abfließen, gleich Null. Nach dem 
Satze vom Antriebe ist aber das Zeitintegral der von außen 
übertragenen Kraft gleich dem Unterschiede der Bewegungs- 
größen vor und nach Einwirkung dieser Kraft, oder 

Die äußere Kraft ^, die auf die Wassermasse einwirkt, während 
sie sich aus der ursprünglichen Bewegungsrichtung in jene 
parallel zur Wand umbiegt, ist die von der Wand aus über- 
tragene. Der Druck des Strahles auf die Wand ist nach dem 
Gegenwirkungsgesetze ebenso groß und entgegeu gesetzt ge- 
richtet. Verstehen wir also unter P den Stoßdruck des Strahles^ 
so ist auch 



/ 



Pdt = ^^ 



9 

Nun ist P der Zeit nach konstant und die Zeit der Einwirkung 
ist gleich der Zeiteinheit. Für jPdt haben wir also hier 
P • 1 oder kurz P zu setzen. Wir erhalten daher 

P = ^, (146) 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

Führt man an Stelle der Geschwindigkeit v die Geschwin- 
digkeitshöhe H , 

^9 
ein, so geht Gl. (146) über in 

P^2yFH, (147) 

Den Strahl können wir uns aus einem Gefäße austretend 
denken, in dem die Druckhöhe gleich -BT ist. Denkt man sich 
ferner die Ausflußöffnung dieses Gefäßes durch einen Mündungs- 
deckel verschlossen, so ist der hydrostatische Druck auf diesen 
Deckel gleich dem Gewichte einer Wassersäule vom Quer- 
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schnitte F und der Höhe H, also gleich yFH. Gl. (147) 
kann demnach dahin ausgesprochen werden^ daß der hydro- 
dynamische Druck des Strahles auf die ebene Wand doppelt 
so groß ist, als der hydrostatische Druck auf diese Wand 
wäre, wenn sie so gegen das Gefäß hin verschoben würde, daß 
sie die Ausflußöffiiung Yollstandig absperrte. 

Bei dieser Überlegung ist keine Rücksicht darauf ge- 
nommen, daß erstens die Geschwindigkeit des austretenden 

Strahles etwas kleiner ist, als es der Gleichung J3 = — ent- 
spricht und daß zweitens der Strahl im allgemeinen eine Ein- 
schnürung erfährt. Der erste Umstand ändert freilich nicht 
viel, da sich der Geschwindigkeitskoeffizient nur wenig von 
der Einheit unterscheidet; den anderen kann man sich durch 
Wahl einer passenden Ansatzröhre vermieden denken. Immer- 
hin ist indessen der Druck des Strahles hiemach etwas kleiner 
als das Doppelte des Druckes auf den Mündungsdeckel der 
Ansatzröhre, aus der man sich den Strahl hervorgegangen 
denken kann. Andererseits ist aber auch keine Rücksicht 
darauf genommen, daß einzelne Wasserteilchen wegen der 
Elastizität des Wassers von der Wand zurückprallen und 
nicht einfach ihr entlang fließen. Die Änderung der Bewegungs- 
größe wird hierdurch vergrößert und mit ihr auch der Stoß- 
druck. Da sich schwer übersehen läßt, welcher Umstand den 
anderen überwiegt, kann man näherungsweise annehmen, daß 
sich beide ausgleichen, GL (147) also ohne weitere Korrektur 
als ungefähr richtig ansehen. 

Wenn die Fläche, gegen die der Strahl stößt, eine Um- 
drehungsfläche ist, auf die der Strahl in der Richtung der 
Achse auftriflFk, läßt sich P in ganz ähnlicher Weise ableiten. 
Ist die Fläche gegen den Strahl hin erhaben, so wird P 
kleiner. Bildet die Richtung, in die das Wasser zuletzt ab- 
gelenkt wird, mit der ursprünglichen Bewegungsrichtung den 
Winkel a, so ist die geometrische Summe der Bewegungs- 
größen von Q nach der vollzogenen Ausbreitung und Ab- 
lenkung gleich yFv^ 

V/OB Cv . 
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Der Absolutbetrag der Geschwindigkeit kann sich nämlich, 
wenn von der Reibung des Wassers an der getroffenen Fläche 
abgesehen wird, durch den überall normal zur Bewegungs- 
richtung stehenden Wanddruck nicht ändern. Dabei heben 
sich aber die rechtwinklig zur ursprünglichen Strahlrichtung 
stehenden Komponenten der Bewegungsgrößen wegen der 
gleichmäßigen Ausbreitung nach allen Seiten hin gegenein- 
ander auf. Es bleibt also nur die Summe der parallel zur 
Strahlrichtung noch vorhandenen Komponenten der Bewegungs- 
größen übrig und diese nimmt, da v cos a die Komponente 
der Geschwindigkeit in dieser Richtung ist, den vorher an- 
gegebenen Wert an. Man erhält daher jetzt 

P = ^^^(l-cosa). (148) 

Für a ^ — geht diese Formel wieder in die frühere über. 

Aber auch dann, wenn die Fläche dem Strahle ihre Hohl- 
seite zukehrt, bleibt Gl. (148) bestehen. Man muß dann nur 
beachten, daß a ein stumpfer Winkel und cos a daher negativ 
wird. Die Summe der Bewegungsgrößen nach dem Stoße ist 
dann entgegengesetzt mit der ursprünglichen gerichtet. Die 
Änderung der Bewegungsgröße und der Stoßdruck werden hier- 
durch verstärkt. Ist die Fläche z. B. eine Halbkugelschale, 
die von der Hohlseite her getroffen wird und deren Halbmesser 
groß genug gegen die Breite des Strahles ist, um diesem ein 
vollständiges Umlenken in die entgegengesetze Richtung zu 
gestatten, so wird cos a = — 1 und der Stoßdruck 

9 ' 

also doppelt so groß, als der Dinick gegen eine ebene Wand 
— oder viermal so groß als der hydrostatische Druck auf 
einen Mündungsdeckel. 

Ein Strahl, der eine Kugelfläche von der erhabenen Seite 
her trifft, folgt der Kugelfläche nicht, sondern biegt sich bald 
von ihr ab. Es hängt hier von dem Verhältnisse zwischen 
der Strahldicke und dem Kugelhalbmesser ab, unter welchem 



§ 61. Druck eines Wasserstrahls gegen eine feste Wand. 377 

Winkel a die Wasserteilchen die Kugelfläche verlassen. Wenn 
der Kugelhalbmesser sehr groß gegen die Breite des Strahles 
ist, biegt sich das Wasser von vornherein nahezu rechtwinklig 
um und verläßt die Kugelfläche in dieser Richtung; der Stoß- 
druck ist dann fast ebenso groß, als der gegen eine ebene Wand. 

Selbstverständlich wird auch der Stoßdruck gegen eine 
ebene Fläche geringer, als nach Gl. (146), wenn die Aus- 
dehnung dieser Fläche nicht hinreicht, um ein vollständiges 
Umbiegen der Bewegungsrichtung um einen rechten Winkel 
herbeizuführen. Auch in diesem Falle ist die allgemeinere 
Gl. (148) zur Anwendung zu bringen. 

Bis jetzt war immer vorausgesetzt, daß die Fläche, auf 
die der Strahl trifft, festgehalten sei. Es macht aber offenbar 
nichts aus, wenn sich auch die Fläche selbst in derselben 
Richtung wie der Strahl oder in der entgegengesetzten bewegt. 
Jn jedem Falle ist dann unter v in den vorausgehenden For- 
meln die Relativgeschwindigkeit zwischen dem Strahle und 
der sich bewegenden Fläche zu verstehen. Wenn sich die 
Fläche mit derselben Geschwindigkeit vorwärts bewegt, wie 
der Strahl, ist die Relativgeschwindigkeit und mit ihr auch 
der Stoßdruck gleich Null. Bewegt sich die Fläche dem 
Strahle mit der Geschwindigkeit v entgegen, so ist die Relativ- 
gesehwindigkeit gleich v -{- v und der Stoßdruck wird ent- 
sprechend erhöht. 

Schließlich sei noch der Fall untersucht, daß ein Strahl 
schief auf eine ebene Wand auftrifft. Der Winkel, den die 
Strahlrichtung mit der Wand bildet, sei mit a bezeichnet. 
Die Geschwindigkeit v des Strahles kann dann in zwei Kom- 
ponenten zerlegt werden, von denen die eine von der Größe 

V sin a rechtwinklig zur Wand und die andere von der Größe 

V cos a parallel zur Wand gerichtet ist. Auf die letzte kommt 
es, wenn von Reibungen des Wassers an der Wand abgesehen 
wird, nicht an. Man kann sich den Vorgang in der Weise 
vorstellen, daß die Wand selbst eine Bewegung in ihrer eigenen 
Ebene mit der Geschwindigkeit v cos a entgegengesetzt der 
gleich großen Bewegungskomponente des Strahles ausführt, 
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während der Strahl mit der Geschwindigkeit v sin « recht- 
winklig auf sie auftrifft. An der Relativbewegung zwischen 
der Wand und dem Strahle, auf die es allein ankommt, wird 
dadurch nichts geändert. Wenn die Wand absolut glatt ist, 
sodaß sie der Bewegung des Wassers längs ihrer Fläche keinen 
Reibungswiderstand entgegensetzt, macht die Bewegung, die 
sie in ihrer eigenen Ebene ausführt, offenbar nichts aus. Der 
Wasserstrahl breitet sich längs ihr ebenso aus, als wenn sie 
in Ruhe wäre, und der Druck des Strahles ist rechtwinklig 
zu ihr gerichtet und so groß, wie es der Geschwindigkeit 
V sin a entspricht. Hierbei ist jedoch zu beachten, daß jetzt 
als Querschnittsfläche des Strahles nicht jene zu verstehen ist, 
die senkrecht zur tatsächlichen Geschwindigkeit v^ sondern 
jene, die senkrecht zur Bewegungskomponente v sin a gezogen 
ist. Bezeichnet man diese mit F' und die erste mit F, so 

ist JF' = Setzt man auch noch t? sin a = v\ so wird der 

sm cc ^ 

stoßdruck nach Gl. (146) 

9 ' 
oder, wenn man die Werte von F und v einführt, 

P = ^"^ sin a . (149) 

Um diese Gleichung in nähere Beziehung mit Gl. (146) zu 
setzen, bezeichne ich jetzt noch den Stoßdruck, den derselbe 
Strahl bei senkrechtem Auftreffen auf eine feste Wand aus- 
üben würde, also den nach Gl. (146) berechneten Wert von 
P mit F; dann ist nach GL (149) 

P==F 8m a. (150) 

Der Stoßdruck beim schiefen Auftreffen wird also aus dem 
bei senkrechtem Auftreffen einfach durch Multiplikation mit 
dem Sinus des Neigungswinkels gefunden. 

Auf die Reibung, die das Wasser beim schiefen Auftreffen 
tatsächlich an der festen Wand erfährt, ist bei diesen Betrach- 
tungen keine Rücksicht genommen. Ihr Betrag wird wesent- 
lich durch die Rauhigkeit der Wand bedingt und kann auch 
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selbst näherungsweise nicht allgemein angegeben werden. Auch 
Versuche, die sich zu ihrer Schätzung yerwenden ließen, liegen 
kaum vor. Jedenfalls gibt P in Gl. (149) oder (150) nur die 
Normalkomponente des tatsächlich auftretenden Stoßdruckes an. 
Oft wird freüich auch nur nach dieser gefragt. Man tut aber 
gut, sich jederzeit daran zu erinnern, daß namentlich bei einer 
rauhen Wandfläche durch die Reibung auch eine Tangential- 
komponente von merklicher Größe übertragen werden kann. 

Beim rechtwinkligen Stoße gegen eine feste Wand spielt 
übrigens die Reibung, obschon sie auch hier auftritt, niemals 
eine Rolle. Die Reibung fällt nämlich überall in die Be- 
wegungsrichtung des Wassers längs der Wand, und da sich das 
Wasser hier nach allen Seiten gleichmäßig ausbreitet, heben 
sich die Reibungen an verschiedenen Stellen für die ganze 
Wand gegeneinander auf. Sie bewirken nur, daß die Ge- 
schwindigkeit, mit der das Wasser nachher der Wand entlang 
weiter strömt, kleiner wird, als v. Für den Stoßdruck ist dies 
aber ohne Bedeutung. 

§ 62. Die Reaktion des Strahles. 

Die AusflußöfipQung eines Gefäßes sei zunächst durch einen 
Mündungsdeckel geschlossen. Dann stehen die Druckkräfte^ 
die von der Gefäßwand auf den Wasserinhalt übertragen werden, 
im Gleichgewichte mit dem Gewichte dieses Wasserkörpers. 
Dieses Gleichgewicht wird gestört, wenn der Mündungsdeckel 
entfernt wird. Zuimchst schon deshalb, weil jetzt die Druck- 
kraft auf den Mündungsdeckel wegfällt. Im ersten Augen- 
blicke nach der Entfernung des Deckels ist dies der einzige 
Grund für die Störung des Gleichgewichts. Alle vorher ge- 
genannten Kräfte werden daher eine Resultierende ergeben, 
die dem Drucke auf den Mündungsdeckel gleich groß und 
entgegengesetzt gerichtet ist. 

Sobald sich aber der Strahl vollständig ausgebildet hat, 
also nach Eintreten des stationären Zustandes, ist die Druck- 
verteilung innerhalb des Wasserkörpers und daher auch an 
den Wänden geändert. Je größer die Geschwindigkeit ge- 
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worden ist, desto mehr sinkt überall der Druck. Die Resul- 
tierende aus den Wandkräften und dem Wassergewichte ist 
daher nicht mehr dem hydrostatischen Drucke auf den Mün- 
<iungsdeckel gleich und entgegengesetzt gerichtet, sondern sie 
nimmt einen anderen Wert an, der auf verschiedenen Wegen 
ermittelt werden kann. 

Man denke sich das in Abb. 100 gezeichnete Gefäß nach 
links hin mit einer konstanten Geschwindigkeit bewegt, die 
gleich der Ausflußgeschwindigkeit v ist. Das austretende Wasser 
hat dann immer noch die Relativgeschwindigkeit v gegen das 
Gefäß; da sich dieses selbst mit der Geschwindigkeit v nach 

der entgegengesetzten Richtung 
bewegt, ist aber die absolute 
Geschwindigkeit und mit ihr 
die kinetische Energie des aus- 
tretenden Strahles gleich Null. 
Zugleich hat sich der Energie- 
inhalt des Gefäßes vermindert. 
Zunächst deshalb, weil in der 
Zeiteinheit eine Wassermenge Q 
vom Gewichte yQ um die Höhe 
h herabgesunken ist, womit eine 
Verminderung der potentiellen Energie vom Betrage yQh ver- 
bunden ist. Außerdem aber auch, weü. diese Wassermenge, so 
lange sie sich noch mit dem Gefäße bewegte, eine lebendige 

Xraft vom Betrage 1,-v^ besaß. Nach dem Austritte aus dem 

Gefäße hat das Wasser beide Energiemengen abgegeben. Ein 
Teil davon wird darauf verwendet, die inneren Reibungen im 
strömenden Wasser zu überwinden. Dieser Anteil ist aber nur 
gering, wie schon daraus hervorgeht, daß der Geschwindigkeits- 
koeffizient des ausströmenden Wassers nicht viel von der Ein- 
heit verschieden ist. Wir wollen daher zunächst ganz von 
ihm absehen, die Aufgabe also so behandeln, als wenn das 
Wasser eine vollkommene Flüssigkeit wäre. Dann ist auch 

^* i. 
^9 




Abb. 100. 
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und die beiden vorher angeführten Energiebestandteile sind 
einander gleich; ihre Summe ist daher gleich 

9 
Diese Energiegröße kann, da Verluste ausgeschlossen, 
wurden, nur noch zur Arbeitsleistung der Reaktionskraft P des 
Strahles verwendet worden sein. Als Reaktion des Strahles 
bezeichnet man nämlich die Resultierende aller auf das Cef ä& 
vom Wasser übertragenen Druckkräfte nach Abzug des Wasser- 
gewichtes. Der Weg, auf dem die Kraft P in der Zeiteinheit 
wirkt, ist gleich v. Man hat daher die Gleichung 

9 
und hieraus 

p = y^\^y^ = 2yFh. (151) 

Die Arbeitsleistung von P wird nach außen abgegeben. 
Wir müssen uns nämlich, um die gleichförmige Geschwindig- 
keit V des Gefäßes aufrecht zu halten, einen Widerstand von. 
der Größe P daran angebracht denken, der während der Be- 
wegung überwunden wird. Wenn sich das Gefäß reibimgsfrei 
und ohne jeden anderen Widerstand in horizontaler Richtung 
bewegen könnte, würde es unter dem Einflüsse der Reaktions- 
kraft P eine beschleunigte Bewegung annehmen. 

Man erkennt aus Gl. (151), daß die Reaktion des Strahles 
ebenso groß ist, als der Druck, den der Strahl auf eine ebene 
Wand auszuüben vermöchte, oder doppelt so groß, als der 
hydrostatische Druck auf den Mündungsdeckel. Hierbei ist 
angenommen, daß eine Einschnürung des austretenden Strahles 
durch Verwendung einer passenden Ansatzröhre vermieden ist,, 
sodaß also i^ sowohl die Fläche der Mündung als die Quer- 
schnittsfläche des austretenden Strahles bezeichnet. Zugleich 
erkennt man aus den vorausgehenden Erörterungen, daß P 
wegen der auf die Überwindung der inneren Reibungen im 
strömenden Wasser zu verwendenden Energie in Wirlichkeit 
ein wenig kleiner als nach Gl. (151) ausfallen muß. 

Ich habe der hier durchgeführten Ableitung von P den 



382 Achter Abschnitt. Die Mechanik flüssiger Körper. 

Vorzug gegeben, weil sie zugleich deutlich erkennen läßt, daß 
man bei passender Wahl der Geschwindigkeit des Grefäßes fast 
den ganzen Energieinhalt, den das Wasser im Gefäße besaß, 
zur Leistung von Nutzarbeit, nämlich zur Überwindung eines 
mit dem Gefäße in Verbindung stehenden Widerstandes, ver- 
wenden kann. Das ist auch noch bei anderen Anordnungen 
des Gefäßes und der an ihm angebrachten Ofi&iungen möglich, 
wenn nur dafür gesorgt wird, daß das aus dem bewegten Ge- 
fäße austretende Wasser die absolute Geschwindigkeit Null 
hat. Dieses Ziel strebt man bei den sogenannten Reaktions- 
turbinen an. 

Wenn das unten ausfließende Wasser durch einen Zufluß 
von oben stets wieder ersetzt wird, muß freilich ein Teil und 
zwar die Hälfte der vorher berechneten Arbeitsleistung darauf 
verwendet werden, um dem neu zugeführten Wasser erst die 
Geschwindigkeit v des Gefäßes zu verleihen; für die nutzbare 
Arbeitsleistung steht dann nur die dem Gefälle h entsprechende 
potentielle Energie zur Verfügung. Diese kann aber bis auf 
den zur Überwindung der Reibungen erforderlichen Bruchteil 
vollständig gewonnen werden, wenn die Absolutgeschwindig- 
keit des austretenden Wassers immer noch gleich Null ist. 
Auch in diesem Falle wird übrigens unter der Reaktion des 
Strahles der nach Gl. (151) berechnete Wert P verstanden; es 
kommt hier nur in Betracht, daß die Hälfte dieser Kraft auf 
die Beschleunigung des oben ohne merkliche Geschwindigkeit 
zugeführten Wassers verwendet werden muß, sodaß für die 
Überwindung des Nutzwiderstandes nur die andere Hälfte zu 
Oebote steht. 

Eine andere, gleichfalls sehr einfache Ableitung von Gl. (161) 
beruht auf dem Satze vom Antriebe und schließt sich eng an 
die Untersuchung zu Anfang des vorigen Paragraphen an. 
Man läßt das Gefäß in Ruhe, beachtet, daß die ausströmende 

Wassermenge Q die Bewegungsgröße —v erlangt und setzt 

diese gleich dem Zeitintegrale der Kräfte, die auf das Wasser 
vom Gefäße und durch die Schwere übertragen werden. 
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Die Resultierende aus diesen ist wieder gleich P und das Zeit- 
integral ist ebenfalls gleich P, da P konstant ist und während 
der Zeiteinheit einwirkt. Daraus folgt ebenfalls sofort 61. (151). 

Anmerkung. Ge wohnlich fragt man nur nach der Größe der 
Reaktion P. Da sich aber ein in der Praxis stehender Ingenieur 
aus einem mir nicht näher bekannten Grunde einmal bei mir da- 
nach erkundigt, hat, in welcher Höhe die Kraft P an dem Gefäße 
angreife, bemerke ich noch, daß die Richtungslinie von P, wie 
schon in Abb. 100 gezeichnet, durch die Mitte der Ausflußöffnung 
gehen muß. — Mit Rücksicht darauf, daß es sich hier nur um 
eine nebensächliche Bejnerkung handelt, kann ich mich zum Be- 
weise auf den erst im vierten Bande zu behandelnden Flächensatz 
stützen. Man denke sich das Gefäß, nachdem eine mit der Reaktion 
im Gleichgewichte stehende äußere Kraft von der Größe P daran 
angebracht ist, an einer horizontalen Achse drehbar aufgehängt, 
derart daß sich das Gef&ß im Gleichgewichte befindet. Die Be- 
wegungsgröße des in der Zeiteinheit austretenden Wassers ist gleich 

—Fv • V oder gleich 2yFh und das statische Moment dieser Be- 

wegungsgröße für die Aufhängeachse gleich 2'yFhx, wenn mit x 
die Höhe der Aufhängeachse über der Mitte der Ausflußöffnung 
bezeichnet wird. Nach dem Flächensatze muß dieses Moment gleich 
dem Momente der äußeren Kräfte sein. Bei der gewählten An- 
ordnung kommt nur die Kraft P in Frage und da P= 2yFh ist, 
muß ihr Hebelarm gleich x sein, was zu beweisen war. 

§ 63. Der Stoß einer unbegrenzten Flüssigkeit gegen 

eine ebene Fläche. 

In § 61 war angenommen worden, daß die feste Wand, 
auf die das Wasser stößt, eine große Ausdehuung gegenüber 
der Querschnittsfläche des Strahles besitzen sollte. Hier wird 
di^egen umgekehrt der Fall betrachtet, daß der Querschnitt 
des Strahles sehr groß gegenüber der Fläche ist, die sich ihm 
an irgend einer Stelle entgegensetzt. Man denke sich etwa 
eine ebene Platte in einen Fluß getaucht und sie an ihrer 
Stelle festgehalten. Dabei möge sie Yon den Querschnitts- 
umgrenzungen des Flußbettes hinreichend weit abstehen und 
diesen gegenüber klein genug sein, um keinen merklichen 
Stau zu erzeugen. Dann kommt es auf den Querschnitt des 
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Flußbettes überhaupt nicht mehr an und man kann ihn sich 
unbegrenzt groß vorstellen. 

Dieser Fall ist, wenn eine genaue Untersuchung verlangt 
wird, viel schwieriger zu erledigen, als der frühere. Sowohl 
hinter als vor der Platte bildet sich eine Ansammlung wenig 
oder fast gar nicht bewegten Wassers, ein sogenannter „Stau- 
hügel". Es macht hier übrigens nichts aus, ob die strömende 
Flüssigkeit Wasser oder Luft ist, denn sehr große Druck-, 
Volumen- und Temperaturunterschiede sind hier innerhalb der 
Luftmasse nicht zu erwarten, so lange die Geschwindigkeit 
nicht größer, als etwa bei einem recht starken Winde ist. 
Gerade auch für den Winddruck sind die Betrachtungen, um 
die es sich hier handelt, von erheblicher praktischer Wichtig- 
keit, und hier läßt sich auch das Auftreten des „Stauhügels" 
vor und hinter der Platte am bequemsten beobachten. Man 
braucht an diesen Stellen nur ein Licht aufzustellen, um sich 
davon zu überzeugen, daß die Geschwindigkeit dort stark ver- 
mindert ist. 

Um den Stauhügel biegen sich die Stromlinien nach allen 
Seiten herum, um sich weiter hinten wieder zu vereinigen. 
Dabei wirken die vorüberströmenden Flüssigkeitsfäden nicht 
nur durch ihren Druck, sondern wesentlich auch durch Reibung 
auf die angrenzenden wenig bewegten Massen des Stauhügels. 
Auf diesen Umstand werde ich im vierten Bande dieser Vor- 
lesungen noch zurückkommen. 

Was eine einfache Untersuchung des ganzen Vorgangs 
besonders erschwert, ist namentlich der Umstand, daß man 
über die Änderung der Bewegungsgröße der vorbeiströmenden 
Flüssigkeit hier von vornherein gar nichts auszusagen vermag. 
Bei dem Stoße eines Strahles von begrenztem Querschnitte 
gegen eine unbegrenzte Wand war man in dieser Hinsicht in 
viel günstigerer Lage. 

Um wenigstens zu einer ungefähren Schätzung zu ge- 
langen, die bei der Deutung der Beobachtungsergebnisse, auf 
die man hier in erster Linie angewiesen ist, zugrunde gelegt 
werden kann, bleibt in der Tat nichts anderes übrig, als einen 
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Vergleich mit dem früheren Falle zu versuchen. Man bedenke, 
daß sich auch beim senkrechten AuftreflFen eines begrenzten 
Strahles gegen eine unbegrenzte Wand in der Mitte der ge- 
troffenen Stelle ein Stauhügel ausbilden muß, und daß die 
Verhältnisse für diesen ähnlich liegen, wie in dem jetzt zu 
betrachtenden Falle. Es liegt demnach nahe, zu versuchen? 
ob sich der in § 61 für den Stoßdruck P abgeleitete Wert 
I auch in diesem verwandten Falle bewährt. Dabei werden wir 

an Stelle des Strahlquerschnittes hier die von der unbegrenz- 
ten strömenden Flüssigkeit senkrecht getroffene Fläche F ein- 
zuführen, außerdem aber mit einem Koeffizienten K zu multi- 
plizieren haben, dessen Wert aus Versuchen zu bestimmen ist, 
wodurch wir der Unsicherheit Rechnung tragen, mit der diese 
ganze Ableitung behaftet ist. Wir setzen also für den senk- 
rechten Stoß auf eine ebene Fläche in Anlehnung an Gl. (146) 

P^K'-^. (152) 

Dieser Ansatz hat sich nun in der Tat im ganzen besser be- 
währt, als nach der unsicheren Ableitung, auf der er beruht, 
erwartet werden könnte. Bei Wasser freilich schwanken die 
aus den Versuchen berechneten Werte von K zwischen 0,93 
und 1,5; es kommt hier nicht nur auf den Inhalt F, son- 
dern auch auf die Form der getroffenen Fläche und wohl 
auch noch auf manche andere Umstände an, deren Einfluß 
aus den Versuchen nicht deutlich genug hervortritt. Erheblich 
besser ist aber die Übereinstimmung für die Luft. Zuver- 
lässige Messungen des Winddruckes liegen infolge neuerer 
Arbeiten auf diesem Gebiete in zieinlich großer Zahl vor, und 
sie bestätigen, daß man zur Ermittelung des Winddruckes 
genau genug K=l setzen kann. Unter den gewöhnlichen 
Druck- und Temperaturverhältnissen an der Erdoberfläche wiegt 
ein cbm Luft etwa 1,2 bis 1,3 kg; daher ist für den Winddruck 

^ = 0,12 bis 0,13 -^ ^ 

zu setzen. Für den Winddruck auf 1 qm senkrecht getroffener 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 25 
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Fläche kann man daher in kg rund 

annehmen, wenn «; in m eingesetzt wird. — Wir sind damit 
zugleich von neuem zu dem schon in § 8 erwähnten Ansätze 
für den Widerstand gelangt, den eine Flüssigkeit einem in 
ihr bewegten Körper entgegensetzt. 

Auf wie unsicheren Füßen die Ableitung der Formel (152) 
aber immerhin steht, ergibt sich daraus, daß eine ihr nach- 
gebildete Herleitung des Wind- oder Wasserdruckes beim 
schiefen Stoße zu ganz unrichtigen Ergebnissen führt. Nach 
den neueren Versuchen kann dies als zweifellos festgestellt 
angesehen werden. 

Man kann hier zunächst so wie früher verfahren, also der 
ebenen Platte eine Geschwindigkeit senkrecht zur Strömungs- 
richtung der Flüssigkeit erteilen. Die Relativbewegung zwi- 
schen der Platte und der Flüssigkeit entspricht dann einem 
schiefen Stoße. In § 61, wo die Platte eine große Ausdeh- 
nung gegenüber dem Querschnitte des Strahles hatte, konnte 
bei Vernachlässigung der Reibung zwischen Flüssigkeit imd 
Platte die Bewegung der Platte in ihrer eigenen Ebene keinen 
Einfluß auf den senkrecht zur Platte gerichteten Stoßdruck 
ausüben. Euer ist dies aber anders; sobald man der Platte 
eine Bewegung senkrecht zur Stromrichtung erteilt, werden 
die Stromlinien der sich um die Platte herumbiegenden Strom- 
fäden fortwährend geändert. Man erkennt daraus, daß auch 
ganz abgesehen von der Wirkung der Reibungen die Normal- 
komponente des Stoßdruckes durch die Eigenbewegung der 
Platte erheblich geändert werden kann. 

Trotzdem war es früher allgemein üblich, von dieser 
Änderung abzusehen und den normal zur Platte gerichteten 
Stoßdruck ebenso groß anzunehmen, als wenn die Platte keine 
Eigenbewegung senkrecht zur Stromrichtung hätte. Bezeichnet 
also V die ganze Geschwindigkeit des schief zur Platte auf- 
treflfenden Flüssigkeitsstromes und a den Winkel, den die 
Stromrichtung mit der Ebene der Platte bildet, also v sin « 
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die Normalkomponente der Geschwindigkeit und v cos cc die 
Tangentialkomponente, die auf Rechnung einer Eigenbewegung 
der Platte gesetzt werden kann, so nahm man für den Stoß- 
druck P' den Wert 

V ^ K' - — ^ — = P sin^ a (1^3) 

an. Hierbei bedeutet wieder P den Stoßdruck, den die Platte 
erfahren würde, wenn sie senkrecht zur Stromrichtung auf- 
gestellt wäre. 

Wie ich schon erwähnte, steht diese früher ganz allgemein 
und auch jetzt noch zuweilen gebrauchte Formel durchaus 
nicht in Übereinstimmung mit den Ergebnissen der neueren 
Versuche über den Winddruck, die namentlich von Lössl an- 
gestellt wurden. Besonders für einen kleinen Wert des Winkels a 
liefert sie falsche, nämlich zu kleine Werte. Lössl fand, daß 
sich seine Versuchsergebnisse durch die empirische Formel 

P = P sin a (154) 

gut darstellen ließen. Im wesentlichen bestätigt werden die 
Versuche Lössls durch jene von Langley. 

Auf Grund einer Untersuchung über die Gestalt der Strom- 
linien beim schiefen Stoße einer unbegrenzten Flüssigkeits- 
masse gegen eine ebene Fläche hat Rayleigh die Formel 

4 + 7t Sin a ^ ^ 

theoretisch hergeleitet. Sie gibt für den schiefen Stoß noch 
größere Werte als die Lösslsche Formel und steht mit den 
Versuchsergebnissen von Langley noch besser in Überein- 
stimmung als diese. Jedenfalls muß es aber als zweifellos 
nachgewiesen betrachtet werden, daß die alte Formel (153) 
zu kleine Werte liefert. Zunächst bezieht sich dieser ex- 
perimentelle Nachweis auf den Winddruck; es kann aber kaum 
bezweifelt werden, daß sich für den Wasserdruck bei genauerer 
Untersuchung ähnliche Ergebnisse herausstellen würden. 

Beim senkrechten Stoße auf eine hohle Fläche ändert 
sich an P kaum etwas; der vorher erwähnte Stauhügel bildet 
sich über der hohlen Fläche ungefähr ebenso aus, als wenn 

25* 
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die Fläche eben wäre. Auf eine gekrümmte Fläche, die dem 
Strome ihre erhabene Seite zukehrt, wirkt aber ein kleinerer 
Druck, da die Flüssigkeitsraassen besser zur Seite abfließen 
können. Gewöhnlich ermittelt man ihn näherungsweise da- 
durch, daß man für jedes einzelne Flächehelement die Formel 
für den schiefen Stoß zur Anwendung bringt und die Resul- 
tierende aus den in dieser Weise berechneten Druckkräften er- 
mittelt. Sehr zuverlässig ist aber dieses Verfahren keineswegs. 
Wer einen möglichst genauen Wert von P in einem gegebenen 
Falle braucht, darf sich bei. dem heutigen Stande unserer 
Kenntnisse auf diesem Gebiete auf keine theoretisch abgeleitete 
Näherungsformel verlassen, sondern muß entweder selbst Ver- 
suche anstellen oder sich auf Versuche stützen, die unter mög- 
lichst ähnlichen Bedingungen durchgeführt wurden. In neuerer 
Zeit hat namentlich das Bestreben, ein lenkbares Luftschiff zu 
konstruieren, die Veranlassung zu manchen recht schätzens- 
werten Versuchen gegeben. Zu einer besseren Fassung der 
Theorie haben diese aber, abgesehen von den Formeln (154) 
und (155), die auf diesem Wege gefunden oder bestätigt 
wurden, bisher noch nicht geführt. Andererseits liegen auch 
für den Widerstand, den ein Schiff bei der Fahrt durch das 
Wasser erfährt, zahlreiche Versuchsergebnisse vor. Zur näheren 
Erörterung in einem Lehrbuche der Mechanik eignen sich aber 
alle diese Versuchsresultate nicht; Erfahrungswerte dieser Art 
können nur im Zusammenhange mit der Konstruktionslehre 
mit Erfolg besprochen werden. 

Bisher war immer von dem Falle die Rede, daß der dem 
Stoße der Flüssigkeit ausgesetzte Körper festgehalten war. 
Führt er dagegen selbst irgend eine Bewegung aus, so kommt 
es auf die Relativbewegung zwischen ihm und der strömenden 
Flüssigkeit an. Mit dem Einsetzen der Relativgeschwindigkeit 
in die vorausgehenden Formeln ist der Fall auf den früheren 
zurückgeführt. 

Schließlich möge noch bemerkt werden, daß man bei vielen 
Aufgaben über den schiefen Stoß nicht nach der Normalkom- 
ponente, sondern nach der in der Richtung der Strömung 
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selbst genommenen Komponente des Stoßdruckes fragt. Hier- 
bei tritt eine neue Unsicherheit, namentlich beim Stoße unter 
sehr schiefem Winkel, dadurch auf, daß man über die durch 
die Reibung der Flüssigkeit längs der getroffenen Fläche ver- 
ursachte Tangentialkomponente des Stoßdruckes nichts weiß. 
Gewöhnlich begnügt man sich damit, diese zu vernachlässigen; 
man nimmt also an, daß der Stoßdruck nur rechtwinklig zur 
getroflFenen Fläche wirke. Unter dieser Annahiae findet man 
die in die Richtung der Strömung fallende Komponente aus F' 
selbst durch Multiplikation mit sin a. Bezeichnet man die 
genannte Komponente mit P^, so hat man nach der alten, 
aber als falsch erkannten Formel (153) für P 

P" ^^ P sin^a, 

und nach der wenigstens für den Winddruck als in der Regel 
hinreichend genau richtig befundenen Lösslschen Formel 

F'^P&m^a. (156) 

Man muß sich übrigens hüten, die Formel (156) für die Kom- 
ponente P" mit der alten Formel (153) für den Normaldruck P' 
zu verwechseln. 

§ 64. Bewegung des Wassers in Flüssen und Kanälen. 

Die Bewegung des Wassers in einem Flusse wird durch 
das Gefäll unterhalten. Dabei kommt es aber nicht auf das 
Gefäll des Flußbettes, sondern auf das Gefäll des Wasser- 
spiegels an. Beide können sich freilich auf sehr lange Strecken 
hin im Durchschnitte nicht viel voneinander unterscheiden. 

Durch die stetige Spiegelsenkung längs des Flußlaufes 
wird die potentielle Energie des von größerer Höhe herab- 
sinkenden Wassers ausgelöst und zur Überwindung der Rei- 
bungen am Umfange des Bettquerschnittes und der inneren 
Reibungen der mit verschiedenen Geschwindigkeiten längs ein- 
ander hinfließenden Stromfäden verbraucht. Die Erscheinungen 
sind oft so verwickelt, daß sie jeder genaueren theoretischen 
Behandlung spotten. So kann bei einem unregelmäßig ge- 



390 Achter Abschnitt. Die Mechanik flüssiger Körper. 

stalteten Flußlaufe die durchschnittliche Geschwindigkeit in 
nahe aufeinander folgenden Querschnitten stark wechseln, wo- 
mit noch die Differenz der lebendigen Kräfte neben dem Gefälle 
ins Spiel kommt. Außerdem kommt eine sehr verschieden- 
artige Verteilung der Geschwindigkeiten über den Querschnitt 
vor, die nicht nur von der Gestalt des Querschnittes, sondern 
auch von den Krümmungen abhängt, die der Flußlauf im 
Grundrisse ausführt. 

Für den Wasserbau ist die Kenntnis der Geschwindigkeits- 
verteilung über den Querschnitt, namentlich aber der durch- 
schnittlichen Geschwindigkeit für irgend einen Querschnitt von 
großer Wichtigkeit. Aus ihr folgt durch Multiplikation mit 
der Querschnittsfläche die Wassermenge, die der Fluß in der 
Zeiteinheit nach abwärts führt. Zu deren Ermittelung kann 
man sich eine möglichst regelmäßig gestaltete Flußstrecke 
aussuchen. Die Aufgabe wird daher im wesentlichen darauf 
zurückgeführt, die durchschnittliche Geschwindigkeit v in einem 
geraden Flußlaufe von regelmäßig gestaltetem Querschnitte und 
bei gleichförmiger Bewegung des Wassers zu ermitteln. Prak- 
tisch kann die Aufgabe zunächst dadurch gelöst werden, daß 
man die Geschwindigkeit an einer großen Zahl verschiedener 
Punkte des Querschnittes mit Hilfe geeigneter Instrumente 
unmittelbar mißt und die durchschnittliche Geschwindigkeit 
daraus berechnet. Solche Messungen werden fortgesetzt an 
allen wichtigeren Strömen, die in gehöriger Weise überwacht 
werden, in großer Zahl ausgeführt. Sie lehren im allgemeinen, 
daß die Geschwindigkeit beim regelmäßig gestalteten Fluß- 
laufe am größten in der Mitte zwischen beiden üfem und 
etwas unter dem Wasserspiegel ist. Von da aus nimmt sie 
nach unten und nach den Seiten hin allmählich ab. Denkt 
man sich im Stromstriche eine Lotrechte gezogen und in 
jedem Punkte die zugehörige Geschwindigkeit in irgend einem 
Maßstabe rechtwinklig zu ihr abgetragen, so erhält man eine 
Kurve, die als eine Parabel mit horizontaler Axe betrachtet 
werden kann; der Scheitel der Parabel liegt ein wenig unter- 
halb des Wasserspiegels. 
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Diese unmittelbare Messung der Geschwindigkeiten liefert 
die zuverlässigsten Resultate für die Wassermenge, die der 
Fluß im gegebenen Augenblicke führt. Sie ist aber nicht 
immer anwendbar, namentlich dann nicht, wenn man vorher 
schon wissen muß, wieviel Wasser ein neu anzulegender Wasser- 
lauf von gegebenem Querschnitte bei gegebenem Gefälle ab- 
zuführen vermag. Man ist dann auf die Benutzung einer 
Formel für die Geschwindigkeit v angewiesen, bei deren Auf- 
stellung jedoch die zahlreichen Messungsergebnisse, über die 
man verfügt, verwendet werden können. 

Zunächst ist hervorzuheben, daß zur Erzielung einer ge- 
gebenen durschnittlichen Geschwindigkeit v ein um so kleineres 
Gefäll erforderlich ist, je größer bei sonst ähnlicher Gestalt 
der Querschnitt ist. So erfordert ein kleiner Bach für die 
gleiche Geschwindigkeit ein größeres Gefäll, als ein großer 
Strom. Aber auch bei gegebenem Flächeninhalte des Quer- 
schnittes kommt es noch auf dessen Gestalt an, denn der 
Widerstand, den das Bett der Wasserbewegung entgegensetzt, 
wächst mit dem Umfange der benetzten Fläche. Man denke 
sich den Flächeninhalt des Querschnittes durch den Umfang, 
mit dem er gegen das Flußbett angrenzt, dividiert; man er- 
hält dann eine Länge r, die als der Profilradius oder auch 
als die hydraulische Tiefe des Querschnittes bezeichnet wird. 
Die letzte Bezeichnung rührt davon her, daß r bei einem im 
Vergleiche zur Tiefe sehr breiten Flußlaufe nahezu gleich der 
Tiefe ist. Querschnitte vom gleichen Profilradius r können als 
gleichwertig angesehen werden; d. h. bei gleichem Gefälle ist 
die durchschnittliche Geschwindigkeit für beide gleich groß. 
Dagegen muß, um dieselbe Geschwindigkeit zu erzielen, das 
Gefäll in demselben Verhältnisse größer genommen werden, 
in dem der Profilradius kleiner ist. Dies steht zunächst in 
Übereinstimmung mit der Erfahrung; es läßt sich aber auch 
leicht voraussehen, wenn man bedenkt, daß bei zwei ähnlichen 
Querschnitten, deren Längen sich wie 1 : 2 verhalten, die 
Flächeninhalte das Verhältnis 1 : 4, die Umfange dagegen das 
Verhältnis 1 : 2 haben. Da die Wasserbewegung in beiden 
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Fällen die gleiche sein soll, wird in der Nähe des ümfangs 
beim größeren Querschnitte doppelt soviel Energie zur Über- 
windung der Reibungen verbraucht, als beim kleineren. Zu- 
gleich steht aber die vierfache Wassermenge zur Verfügung, 
und diese braucht daher, um die doppelte Energiemenge zu 
liefern, nur um die Hälfte der Höhe herabzusinken. 

Das Gefall des Flußlaufes sei mit s bezeichnet; wir denken 
es uns als Verhältnis der Spiegelsenkung zur zugehörigen 
Länge der Flußstrecke ausgedrückt. Nach dem, was vorher 
bemerkt wurde, ist die Geschwindigkeit in erster Linie von 
dem Produkte rs abhängig, wobei es gleichgültig ist, wie sich 
dieser Wert auf die beiden Paktoren verteilt. Es fragt sich 
jetzt, was für eine Funktion v von rs sein wird. Auf Grund 
allgemein gültiger mechanischer Gesetze läßt sich hierüber 
kein Aufschluß gewinnen; man kann höchstens zu einer Ver- 
mutung darüber gelangen, deren Berechtigung sich erst durch 
einen Vergleich mit der Erfahrung herausstellen kann. 

Man bedenke, daß bei gegebenem Querschnitte, aber ver- 
änderlichem Gefälle das Produkt rs der Arbeit proportional 
ist, die von der Schwere geleistet und zur Überwindung der 
inneren Reibungen verbraucht wird. Der dazu erforderliche 
Arbeitsaufwand hängt aber zugleich von der Geschwindig- 
keit V ab; die Fragestellung kommt daher darauf hinaus, ob 
die in Wärme umgewandelte mechanische Energie der ersten 
oder der zweiten Potenz der Geschwindigkeit proportional ist, 
oder welches Gesetz etwa sonst zwischen beiden Größen be- 
steht. Manche Erwägungen scheinen für die Proportionalität 
mit der ersten Potenz der Geschwindigkeit zu sprechen, so 
namentlich der Umstand, daß die innere Reibung der Flüssig- 
keiten den Unterschieden zwischen den Geschwindigkeiten be- 
nachbarter Stromfäden proportional zu sein pflegt. Andererseits 
zeigt sich aber, daß die Energieverluste bei Wasserbewegungen 
meist ungefähr in gleichen Bruchteilen der ursprünglich vor- 
handenen Energie ausgedrückt werden können, daß sie also 
dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional sind. Es ver- 
hält sich damit ähnlich wie mit dem Stoße unelastischer 
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Körper, bei dem ebenfalls der Energieverlust proportional dem 
Quadrate der ßelativgeschwindigkeit ist, mit der beide Körper 
aufeinander treffen. In der Tat wird daher auch häufig zur 
Begründung der Arbeitsverluste bei der Wasserbewegung un- 
mittelbar von den Stoßgesetzen Gebrauch gemacht. Damit 
kann ich mich indessen nicht befreunden; es wird durch ein 
solches Vorgehen leicht der Anschein erweckt, als wenn es 
sich hierbei wirklich um eine streng berechtigte Ableitung 
aus allgemein gültigen Grundgesetzen handelte, währen doch 
die Verhältnisse in beiden Fällen so vollkommen verschieden 
liegen, daß die ganze Betrachtung nur den Wert eines un- 
gefähren Vei^leiches in Anspruch nehmen kann. 

Die Erfahrung lehrt indessen, daß die zur Überwindung der 
K^ibungen erforderlichen Arbeitsgrößen unter sonst gleichen 
Umständen in der Tat wenigstens ungefähr dem Quadrate der 
Geschwindigkeit proportional gesetzt werden können. Hiemach 
ist V selbst proportional mit der Quadratwurzel aus rs anzu- 
nehmen, also ,t/ /-lCr7N 

' V = kyrs (1^^) 

zu setzen. Der Faktor k hat die Dimension L^T~^ und kann 
nur aus Versuchen entnommen werden. Dabei kommt natür- 
lich auch die Rauhigkeit des Bettes in Frage. Unter gewöhn- 
lichen Umständen wird nach Eytelwein rund Ä = 50 m*sec~^ 
gewählt. Die Genauigkeit, die man bei Annahme dieses Durch- 
schnittswertes mit Gl. (157) erzielt, läßt indessen oft viel zu 
wünschen übrig. Man hat daher viele empirische Formeln 
aufgestellt, nach denen der Wert von k für den einzelnen Fall 
genauer bestimmt werden soll. Namentlich hat sich bei ein- 
gehenderer Untersuchung auch herausgestellt, daß die Pro- 
portionalität zwischen den Arbeitsverlusten und dem Quadrate 
der Geschwindigkeit nur ungenau erfüllt ist und daß Gl. (157) 
daher den Zusammenhang zwischen v und s nicht richtig 
wiedergibt. Man behält indessen Gl. (157) gewöhnlich trotz- 
dem bei, setzt aber dabei k nicht mehr als unabhängig von 
der Geschwindigkeit voraus, sondern wählt für jedes v einen 
anderen Wert von k. So wird z. B. empfohlen, für die Ge- 
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flchwindigkeiten 

i; = 0,l, 0,5, 1,0, 2,0, 3,0m.sec~i; 
h == 36,4, 50,1 , 53,2, 54,9, 55,9 m^ sec-i 

zu wählen. Andere empirische Formeln lassen h auch vom 
Profilradius abhängen und führen Koeffizienten ein, die von 
der Rauhigkeit des Bettes abhängen. Die ausführlichere Be- 
sprechung dieser Geschwindigkeitsformeln wird aber hier, wie 
in anderen Fällen, am besten der Lehre vom Wasserbau 
überlassen. 

Auf die Bewegung des Wassers in Rohrleitungen, die mit 
der vorhergehenden eng verwandt ist, komme ich übrigens im 
vierten Bande nochmals zurück. 

§ 65. Die Staukurve. 

Hier sei nur der folgende, eng umschriebene Fall behandelt. 
Ein gerader Wasserlauf hat einen rechteckigen Querschnitt, dessen 
Breite sehr groß gegenüber der Tiefe ist, sodaß der Profilradius r 
gleich der Tiefe gesetzt werden kann. Zunächst ist die Tiefe über- 
all gleich groß und die Neigung der Sohle daher ebenso groß, wie 
die des Wasserspiegels, d. h. gleich s. Dann wird an irgend einer 
Stelle ein Wehr eingebaut, wodurch ein Stau erzeugt wird; es 
handelt sich um die Ermittelung des Staues in beliebigen Abstän- 
den oberhalb des Wehres. Die dadurch im Längsprofil des Fluß- 
laufes gegebene Oberflächenform des Wasserspiegels heißt die Stau- 
kurve. Angenommen wird ferner, daß es genügt, den Koeffizienten A* 
in Gl. (157) der ganzen Länge der Staukurve nach trotz der vor- 
kommenden Geschwindigkeitsunterschiede als konstant anzusehen. 

In Abb. 101 ist ein Längsschnitt angegeben, und zwar sind, 
wie es in solchen Fällen gewöhnlich geschieht, die horizontalen 
Entfernungen in viel kleinerem Maßstabe aufgetragen, als die Höhe. 
Das in Wirklichkeit nur sehr unmerkliche Gefall des Flußlaufes 
erscheint daher in der Abbildung durch eine stark geneigte Linie 
vertreten. Die Tiefe vor dem Wehreinbau sei mit t^ die nachher 
zur Abszisse x gehörige Tiefe mit y bezeichnet. Der Stau an der 
Stelle X ist daher y — t und die Ordinate z der Staukurye ist 
gleich y -\' sx. Es wird sich also darum handeln, entweder y als 
Funktion von x oder, was auf dasselbe hinauskommt, x als Funk- 
tion von y darzustellen. 
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Wir denken uns einen Querschnitt bei x und einen zweiten im 
Abstände x -\- dx vom Wehre gelegt und untersuchen die Bewegung 
des Wassers, das vom Querschnitte x -{- dx zum Querschnitte x 
hinabfließt. Zunächst ist das Gefäll an dieser Stelle anzugeben. 
Vor dem Stau war das GefSll für die Strecke dx gleich sdx] jetzt 
hat es sich zu sdx + dy geändert. Es ist offenbar kleiner ge- 
worden, denn das Differential dy^ das zu einem positiven dx ge- 
hört, ist ohne Zweifel negativ, da der Stau mit der Entfernung 
vom Wehre abnimmt. Ich lasse indessen dy mit dem positiven 
Vorzeichen stehen; die Rechnung selbst muß uns dann zeigen, daß 
das in dieser Weise eingeführte dy negativ ausfällt. 

Das auf die Längeneinheit bezogene Gefäll folgt durch Di- 
vision mit dx^ also zu 



s + 



dx 




Dieser Wert kann aber nicht 
ohne weiteres an Stelle von s 
in Gl. (157) eingeführt wer- 
den; man muß vielmehr be- 
achten, daß sich auch die 
lebendige Kraft des Wassers 
ändert, während es die 
Strecke dx durchfließt. 

Durch jeden Querschnitt 
fließt dieselbe Wassermenge 
Q und man hat, wenn h die Breite des Querschnitts angibt, 

Q = vyh, 
woraus für v folgt 

Q 



V = 



by 



yQ 



den Quer- 



Die lebendige Kraft mit der die Wassermasse 
schnitt X durchfliegt, ist daher ^ 

Den Querschnitt x -\- dx durchfloß dieselbe Masse mit einer etwas 
größeren Geschwindigkeit. Der zugehörige Unterschied in der leben- 
digen Kraft wird durch Differentiation des vorausgehenden Aus- 
drucks nach X erhalten; er ist also gleich 



yQ_Q\_dy 
g h*y^ dx 



• dx' 
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Da dy an sich negativ ist, stellt dieser Ausdruck in Wirk- 
lichkeit einen positiven Wert dar. Dieser Betrag an lebendiger 
Kraft vereinigt sich mit der durch das Gefäll ausgelösten poten- 
tiellen Energie der Schwere, die für dieselbe Wassermasse und das- 
selbe dx gleich , , , 

ist. Im ganzen steht daher zur Überwindung der Bewegungswider- 
stände die Energiegröße 

zur Verfügung. Diese ist ebenso groß, als wenn bei gleichförmiger 

Wasserbewegung das Gefäll an Stelle von s -]- -~- den in der Klam- 

mer enthaltenen Wert angenommen hätte. Diesen so ergänzten 
Wert haben wir nun an Stelle von s in Gl. (157) einzuführen. 
Schreiben wir diese Gleichung in der Form 

beachten, daß r hier gleich y gesetzt werden kann und führen den 
an die Stelle von s tretenden Wert ein, so erhalten wir 

In dieser Gleichung ist die Wassertiefe y die einzige Unbe- 
kannte und sie kann daher aus ihr ermittelt werden, wobei aber, 
weil von y auch der Differentialquotient vorkommt, zunächst eine 

Integration vorgenommen werden muß. Nach -^ aufgelöst, liefert 
die Gleichimg dy _ Q^ — k^b^y^s 



'ty'-f) 



Um die Integration ausführen zu können, ordnen wir so, daß 
auf der einen Seite nur Glieder in y, auf der anderen nur dx 
vorkommt, also ^, 



1 ^' ^'y ^ ^ 

Q2'dy = — dx. 



y'- 



h^k^s 



Wenn beide Differentialausdrücke einander gleich sein sollen, können 
sich die zugehörigen Stammgrößen nur um eine Konstante vonein- 
ander unterscheiden. Die Integration kann aber nach bekannten 
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Methoden ausgeführt werden. Allgemein ist 

^i^T^dy = y + ^^^ I lg (y - «) - i lg (y* + «y + «*) 

eine Gleichung, von deren Richtigkeit man sich durch Ausführung 
der Differentiation des auf der rechten Seite stehenden Ausdrucks 
leicht überzeugt. Auf die vorausgehende Gleichung läßt sich dieses 
Resultat sofort übertragen, wenn man zur Abkürzung unter m und n 
die Werte 



-17 ei n-\/-SL 



'S 

versteht. Man hat dann 

worin nun C die zunächst unbestimmte Integrationskonstante be- 
zeichnet. Zu ihrer Ermittelung in einem gegebenen Falle dient 
indessen die Bedingung, daß y für a; = 0, also der Stau am Wehre 
selbst, jedenfalls bekannt sein muß, um die Staukurve festzulegen. 
Bezeichnen wir den Anfangswert von y mit Ä, so wird 

C^^ + !^^|lg ^^-J- ^.arctg^+J^l 

und nachdem man diesen Wert in die vorige Gleichung eingeführt 
hat, erhält man 



y - Ä + -3^^ Ig^^ LT _^^^^^ + -|/3 /arctg— ^ 

womit die Aufgabe gelöst ist. Es ist nämlich mit Hilfe dieser 
Gleichung sofort möglich, die Stauweite x zu berechnen, bis zu 
der sich der Stau in der Höhe y erstreckt. 

Von den zur Abkürzung eingeführten Werten m und w hat 
übrigens n eine sehr einfache Bedeutung. Vor Herstellung des 
Staues floß nämlich dieselbe Wassermeage Q bei der Wassertiefe t 
und dem Gefälle 5 gleichförmig ab. Für die Geschwindigkeit v, 
mit der diese Bewegung erfolgte, hat man nach Gl. (157) 
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woraus sich die Wassennenge Q berechnet zu 

Q^htv^ ötkYts. 
Löst man diese Gleichung nach t auf, so erhält man 



_3 

t 






d. h. die vorher eingeführte Größe n ist nichts anderes als die 
Wassertiefe vor Herstellung des Staues. 

Setzt man in Gl. (15h) y ^= n oder — t^ so wird a; = oo, 
d. h. der Einfluß des Staues verliert sicli erst in sehr großer Ferne 
vollständig. Wenn man die Stauweite nach Gl. (159) berechnen 
will, muß man daher zuvor eine bestimmte Annahme darüber 
machen, welchen Stau y — w, also welche Erhebung des ange- 
stauten Wasserspiegels gegenüber dem ursprünglichen Wasserspiegel 
vor Herstellung des Staues man als unbeachtlich ansehen will. 

Auch die andere Konstante m in den vorausgehenden Formeln 
läßt sich anstatt in der Wassermenge Q in der ursprünglichen 
Tiefe t ausdrücken. Man findet dann 



m =^ t 1/ 

1 Jc^ 

Mit Ä; = 50 m^sec"^ wird — rund gleich 250. Wenn das Gefäll 5 

gerade den Wert 250 hätte, wäre auch m = t. Gewöhnlich ist das 
Gefäll kleiner und damit wird auch m kleiner als die ursprüng- 
liche Wassertiefe, d. h. kleiner als n. Für den besonderen Fall 
m ^= t oder = n vereinfacht sich übrigens Gl. (159) erheblich. Der 
Faktor vor der Klammer auf der linken Seite wird zu Null und 
die Gleichung geht über in 

y -{- sx = h. 

Wie aus Abb. 101 hervorgeht, ist y -\- sx die Ordinate der 
Staukurve und wir sehen, daß diese Kurve in dem besonderen 
Falle s = 250 ^^ ^^^^ horizontale Gerade übergeht. Wenn das Ge- 
Ml noch größer als ungefähr ^ und hiermit m größer als n oder t 
wird, treten eigentümliche Unregelmäßigkeiten in der Staukurve, 
nämlich der zuerst von Bidone beobachtete sogenannte Wasser- 
sprung auf. Man erkennt dies am einfachsten aus Gl. (158) 

dy _ Q^ — k^h^y^s 
dx 



Der Wert des Differentialquotienten wird nämlich unendlich groß, 
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d. h. die Staukurve hat eine senkrechte Tangente, wenn der Nenner 
dieses Ausdrucks zu Null wird. Die Bedingung dafür ist 

6y=-^-' oder y = y-^l = TO. 

Denn in der Tat stimmt der für y ermittelte Ausdruck mit jenem 
überein, der früher mit m bezeichnet wurde. 

Der Wert y =^ m ist in der Staukurve nur möglich, wenn m^ 
größer ist als die ursprüngliche Wassertiefe. Bei den gewöhnlich 
vorkommenden kleineren Gefällen kann also ein Wassersprung, d. h. 
ein plötzliches, senkrechtes Ansteigen der Staukurve an keiner Stelle 
vorkommen. Anders ist es aber bei den starken Gefällen, für die 
beim Anstauen' ein Wassersprung eintreten muß. 

Durch Einführung der Werte m und w, deren physikalische 
Bedeutung inzwischen erkannt wurde, in Gleichung (158) läßt sich 
diese übrigens auf die übersichtlichere Form 

dy y' — n^ 



dx y' — m 



bringen. So lange das Gefäll den vorher ermittelten kritischen 

Wert nicht übersteigt, so lange also m kleiner als n ist, bleibt . - 

in Übereinstimmung mit einer darüber vorher schon gemachten Be- 
merkung immer negativ und dem Absolutwerte nach kleiner als 5. 
Mit Einführung der Ordinate z der Staukurve, also mit 

z^y -\- sz, 

geht die vorige Gleichung über in 

dz n* — w* 
dx y^ — m^ 

und dieser Differentialquotient, der das Gefall der Staukurve an 
irgend einer Stelle angibt, bleibt, so lange m kleiner als n ist^ 
immer positiv. Er wird um so kleiner, je größer y ist, am kleinsten 
also in unmittelbarer Nachbarschaft des Wehrs, wo er den Wert 

dz\ n^ — m^ 



\dx) 



St. 



annimmt. 

Schließlich sei noch ein Fall erörtert, der mit dem vorigen 
eng verwandt ist, obschon von einem Staue bei ihm nicht die Rede 
sein kann. Ein Kanal, der im übrigen den früheren Voraussetzungen 
entspricht, sei auf eine lange Strecke ohne jedes Bodengefäll aus- 
geführt, sodaß s für ihn gleich Null ist. Eine Wasserbewegung kann 
dann in ihm nur dadurch zustande kommen, daß sich der Spiegel 
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fortwährend senkt, sodaß die Wassertiefe nach abwärts immer mehr 
abnimmt, womit zugleich der konstanten Durchflußmenge wegen 
die Geschwindigkeit wachsen muß. 

Wir können hier zur Ermittelung der Gestalt des Wasser- 
spiegels die vorausgegangenen Entwickelungen im wesentlichen eben- 
falls zugrunde legen. Man denke sich nur in Abb. 101 unter h 
die gegebene Tiefe des Kanals an seinem unteren Ende, wo er in 
ein großes Wasserbecken ausmünden möge und setze 5 = 0. Die 
Betrachtungen, durch die wir zu Gl. (158) geführt wurden, bleiben 

mit 5 == ohne weitere Änderung auch hier gültig. Daß jetzt ~ 

positiv ausfallen muß, kommt zunächst nicht weiter in Betracht, 
die Rechnung muß dies vielmehr von selbst lehren. Mit 5 = 
vereinfacht sich Gl. (158) zu 

dy^ ^ Q^ ^ P^ 

wenn zur Abkürzung 

^=Vk%^ "^^ «»=l/S 

wie vorher gesetzt wird. Die Benutzung der Hilfsgröße n oder t 
hat hier natürlich keinen Sinn, da der Kanal ohne Bodengefäll 
auch bei noch so großer Wassertiefe keine Durchflußmenge Q bei 
gleichförmiger Bewegung zu liefern vermag. Um die Gleichung zu 
integrieren, setzen wir zunächt so wie früher 

und erhalten daraus durch Integration 

^- — m^y = C -\- p^x . 

Für X = nimmt y den gegebenen Wert h an. Daraus bestimmt 
sich die Integrationskonstante C und nach Einsetzen ihres Wertes 
geht die Gleichung für die Kurve, der der Wasserspiegel folgt, 
über in * j,* 

^—j m^(y — h) =^p^x. 

Wenn y auch am oberen Ende des Kanales, wo er von einem 
anderen Wasserbecken aus gespeist werden möge, gegeben ist und 
wenn die Tiefe des Kanals an dieser Stelle mit if, die Länge des 
Kanals mit l bezeichnet wird, folgt aus dieser Gleichung 

774 i;4 
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Das Verhältnis von m und p kann von vornherein als bekannt an- 
gesehen werden. Man hat nämlich 

also, wenn Ä; == 50 gesetzt wird, ungefähr rrt? = 250^?*. Setzt man 
dies in die vorige Gleichung ein, so kann sie nach der Unbekann- 
ten m^ oder p^ aufgelöst werden. Mit Rücksicht auf die Bedeu- 
tung von m^ oder p^ folgt aber dann auch die Wassermenge Q^ 
die der Kanal unter den gegebenen Umständen abzuführen vermag. 

Ähnliche Rechnungen können natürlich auch für die ungleich- 
förmige Bewegung des Wassers durch einen Kanal, für den s nicht, 
gleich Null ist, durchgeführt werden, oder auch für den Fall, daß 
s negativ, das Bodengefäll des Kanals also dem Gesamtgefälle H—h 
der Kanalstrecke entgegengesetzt gerichtet ist. 

Im großen Ganzen stimmen diese analytischen Folgerungen hin- 
reichend mit der Erfahrung überein, so lange die äußeren Um- 
stände von den der Rechnung zugrunde liegenden Voraussetzungen 
nicht zu weit abweichen. Es sei aber nochmals darauf hingewiesen, 
daß sie in keinem Falle einen Anspruch auf große Genauigkeit 
machen können. Wie schon aus den Bemerkungen im vorigen Pa- 
ragraphen hervorgeht, entspricht namentlich die Annahme, daß der 
Koeffizient Tc der Geschwindigkeitsformel als konstant angesehen 
werden könne, der Wirklichkeit keineswegs vollkommen. Außerdem 
kam auch bei den vorausgehenden Entwickelungen eine Ungenauig- 
keit vor, auf die bisher noch nicht hingewiesen wurde. Zur Be- 
rechnung der lebendigen Kraft der strömenden Wassermasse wurde 
nämlich die mittlere Geschwindigkeit v benutzt, die dadurch de- 
finiert ist, daß ihr Produkt mit der Querschnittsfläche die Durch- 
flußmenge Q liefert. Genau genommen hätte anstatt dessen der 
quadratische Mittelwert der Geschwindigkeiten der einzelnen Wasser- 
fäden gesetzt werden müssen, der von jenem etwas abweicht. Dieser 
Umstand macht indessen bei den gewöhnlich vorliegenden Fällen 
nicht viel aus. 



§ 66. Das Gleichgewicht schwimmender Körper. 

Ein fester Körper schwimme auf dem Wasser, sodaß er 
zum Teile in das Wasser eintaucht, zum Teile über die Ober- 
fläche emporragt. Der Körper und das ihn umgebende Wasser 
mögen in dieser Lage im Gleichgewichte, also in Ruhe sein. 
Dann erfährt jedes Element der benetzten Oberfläche des 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 26 
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Körpers einen Druck von Seiten des Wassers, der rechtwinklig 
zum Plächenelemente gerichtet ist und dessen Größe durch 
Gl. (134), die sich hier in der Form 

p = yh 

anschreiben läßt,, angegeben wird. Unter h ist die Tiefe des 
Flächenelementes unter dem Wasserspiegel zu verstehen, von 
dem angenommen wird, daß an ihm der Flüssigkeitsdruck 
gleich Null ist; p ist der auf die Flächeneinheit bezogene 
Druck, der auf das Flächenelement dF kommende daher 
gleich pdF, 

Alle diese Druckkräfte müssen mit den übrigen äußeren 
Kräften, die an dem schwimmenden Körper augreifen, im 
Gleichgewichte stehen. Gewöhnlich kommt von äußeren Kräften 
sonst nur das Gewicht des schwimmenden Körpers in Frage. 
Von diesem Falle soll jetzt auch allein die Rede sein. Der 
resultierende Wasserdruck wird der Auftrieb genannt, den 
der schwimmende Körper von Seiten des Wassers erfährt. 
Der Auftrieb muß also, wenn Gleichgewicht bestehen soll,, 
gleich dem Gewichte und senkrecht nach oben gerichtet sein 
und zugleich muß seine Richtungslinie mit der lotrechten 
Schwerlinie des schwimmenden Körpers zusammenfallen, weil 
sonst der Auftrieb und das Gewicht ein Kräftepaar bilden 
würden, das eine Drehung des schwimmenden Körpers her- 
vorbrächte. 

Um diese Gleich gewichtsbedingun gen weiter zu verwerten,, 
muß man vor allem den Auftrieb, also die Resultierende der 
an den einzelnen Flächenelementen angreifenden Druckkräfte 
pdF berechnen. Dies könnte auf Grund des für p angegebenen 
Wertes ohne weiteres geschehen. Einfacher gelangt man aber 
durch eine andere Überlegung zum Ziele. Man denke,- sich 
nämlich den schwimmenden Körper entfernt und den unter- 
halb des Wasserspiegels liegenden Raum, den er vorher ein- 
nahm, mit Wasser ausgefüllt. Dann besteht abermals Gleich- 
gewicht. Die Druckkräfte, die der neu hinzugekommene Wasser- 
körper von Seiten des angrenzenden Wassers erfährt, sind genau 
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so groß, TVie vorher, und der Auftrieb, den wir berechnen 
wollten, muß daher gleich dem Gewidite des Wasserkörpers 
sein, senkrecht nach oben und durch den Schwerpunkt dieses 
Wasserkörpers gehen. Dadurch ist die Berechnung des Auf- 
triebes in jedem Falle auf die Ermittelung des Volumens und 
die Aufsuchung des Schwerpunktes des von dem schwimmen- 
den Körper verdrängten Wassers zurückgeführt. 

Die Gleichgewichtsbedingungen lassen sich jetzt dahin zu- 
sammenfassen, daß der Körper so tief eintauchen muß, daß 
das Gewicht des von ihm verdrängten Wassers gleich seinem 
eigenen Gewichte ist und daß femer die Schwerpunkte des 
Körpers und des von ihm verdrängten Wassers auf einer Lot- 
linie liegen müssen. 

Diese Betrachtungen sind auch noch anwendbar auf den 
Fall, daß der Körper nicht an der Oberfläche schwimmt, 
sondern ganz eingetaucht ist. Ohne weitere äußere Kräfte 
kann er dann nur im Gleichgewichte sein, wenn er ebenso- 
viel wiegt, als eine Wassermenge von dem gleichen Raum- 
inhalte. Ist er schwerer, so kann er durch die Spannung 
eines Fadens, an dem er aufgehängt ist, im Gleichgewichte 
gehalten werden. Die Fadenspannung ist dann gleich dem 
Unterschiede zwischen dem Eigengewichte des Körpers und 
dem Auftriebe. Der Faden muß senkrecht gerichtet sein und 
außerdem muß für den Schwerpunkt des Körpers als Mo- 
mentenpunkt das statische Moment der Fadenspannung gleich 
und entgegengesetzt gerichtet dem statischen Momente des 
Auftriebes sein. Jedenfalls müssen also auch der Befestigungs- 
punkt des Fadens, der Schwerpunkt des Körpers und der 
Schwerpunkt des verdrängten Wassers in einer lotrechten 
Ebene liegen. 

Für Körper größeren Umfanges stimmen alle diese Folge- 
rungen sehr genau mit der Wirklichkeit überein. Dagegen 
kann z. B. eine Nähnadel bei einiger Vorsicht so auf eine 
Wasseroberfläche gelegt werden, daß sie darauf schwimmt, 
während ein größeres Stahlstück untergeht. Ist die Nähnadel 

aber erst vollständig eingetaucht, so verhält sie sich weiterhin 

26* 
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ebenso wie ein größeres Stück. Jene Abweichung von der 
gewöhnlichen Begel wird durch die Kapillarerscheinungen be- 
gründet, auf die in der Mechanik der vollkommenen Flüssig- 
keit keine Rücksicht genommen wird. 

Vorher war nur von den Bedingungen die Rede^ die jeden- 
falls erfüllt sein müssen, wenn der schwimmende Körper im 
Gleichgewichte sein soll. Es fragt sich aber noch, ob das 
Gleichgewicht auch wirklich aufrecht erhalten werden kann, 
d. h. ob es stabil, labil oder indifferent ist. Um diese Frage 
zu entscheiden, müssen wir so verfahren, wie schon in § 29, 
d. h. wir müssen uns den Körper ein wenig aus seiner augen- 
blicklichen Lage verschoben denken und nun untersuchen, ob 
er sich in die frühere Lage von selbst zurückbewegt oder 
nicht. Dabei genügt es, wenn wir uns den Körper ein wenig 
nach irgend#einer Seite hin so gedreht denken, daß das von 
ihm verdrängte Wasservolumen und mit ihm der Auftrieb der 
Größe nach ungeändert bleiben. Erfährt nämlich der Körper 
eine Verschiebung ohne Drehung, zunächst in einer horizon- 
talen Richtung, so bewegt er sich zwar nicht in die frühere 
Lage von selbst zurück und er entfernt sich auch nicht weiter 
aus ihr, das Gleichgewicht ist also für solche Verschiebungen 
indifferent; jedenfalls schwimmt er aber im übrigen immer 
noch gerade so wie vorher. Auf Lagenänderungen dieser Art 
nimmt man aber, wenn vom stabilen oder labilen Gleich- 
gewichte schwimmender Körper die Rede ist, keine Rücksicht; 
man will nur wissen, ob der Körper umkippt oder nicht. 
Daß das Gleichgewicht in Be:^ug auf Verschiebungen in lot- 
rechter Richtung immer stabil ist, so lange dabei nicht etwa 
ein Eintritt des. Wassers in vorher über Wasser liegende Off- 
nungen ermöglicht wird, ist von vornherein klar. 

Nach einer kleinen Drehung, die dem schwimmenden 
Körper ohne Änderung der Größe des Auftriebes erteilt wurde, 
geht die Richtung des Auftriebes im allgemeinen nicht mehr 
durch den Schwerpunkt des Körpers. Gewicht und Auftrieb 
bilden daher jetzt ein Kräftepaar miteinander, das nun seiner- 
seits eine Drehung des Körpers um dessen Schwerpunkt her- 
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beiführt. Wenn diese Drehung im Sinne der früher bewirkten 
vor sich geht, entfernt sich der Körper von selbst immer weiter 
von der anfänglichen Gleichgewichtslage und das Gleichge- 
wicht war labil; im entgegengesetzten Falle ist es stabil. Es 
handelt sich also darum, ein einfaches Kennzeichen dafür auf- 
zusuchen, welcher von beiden Fällen vorliegt. 

Offenbar hängt dies wesentlich von der Gestalt der be- 
netzten Oberfläche des schwimmenden Körpers und der sich 
unmittelbar anschließenden Oberflächenteile, die bei einer 
Drehung benetzt werden können, ab. So erkennt man sofort, 
daß ein zylindrischer Baumstamm, der auf dem Wasser 
schwimmt, im indifferenten Gleichgewichte ist. Denn nach 
einer kleinen Drehung um die Zylinderachse geht der Auf- 
trieb immer noch genau wie vorher durch den in der Mitte 
liegenden Schwerpunkt, und es tritt daher überhaupt kein 
Kräftepaar auf, das den Stamm nach der einen oder anderen 
Richtung weiter zu drehen suchte. Anders ist dies, wenn der 
Schwerpunkt des Stammes nicht in der Mitte liegt. Dann ist 
das Gleichgewicht stabil, wenn der Schwerpunkt seine tiefste 
Lage einnimmt, und labil, wenn er am höchsten liegt. Ein 
Mensch, der sich auf den Baumstamm oben aufsetzte, ohne 
mit den Beinen ins Wasser zu tauchen, könnte also nicht 
dauernd im Gleichgewichte bleiben; der Stamm würde sich 
drehen und ihn abwerfen. Auch ein Schiff, dessen Wand kreis- 
förmig gekrümmt ist, kann nur dann im stabilen Gleichgewichte 
sein, wenn der Schwerpunkt des Schiffes sammt seiner Be- 
lastung tiefer als der Mittelpunkt des Kreisbogens liegt. 

Man betrachte jetzt ein Schiff, dessen Querschnitt recht- 
eckig ist, wie in Abb. 102. Es wäre unbequem, den ganzen 
Schiffsquerschnitt in der Zeichnung zu drehen, um eine der 
Gleichgewichtslage benachbarte Lage anzugeben. Anstatt dessen 
kann man sich die ganze Zeichnung ein wenig gedreht denken, 
sodaß nachher die Linie BB horizontal steht und den Wasser- 
spiegel angibt, an Stelle der Linie AA, die für die erste Lage 
gilt. Li der durch BB angezeigten Lage des Schiffes hat das 
für den Auftrieb maßgebende Volumen des verdrängten Wassers 
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einen trapezförmigen Querschnitt und der Auftrieb selbst geht 
durch den Schwerpunkt dieses Trapezes und steht senkrecht 
zu der jetzt horizontal zu denkenden Linie BB. Damit der 
Auftrieb ebenso groß bleibt, wie in der ersten Lage^ müssen 
sich die Linien ÄÄ und BB auf der Achse CC des Schiffs- 
querschnittes schneiden. Der Schnittpunkt der Richtungslinie 
des Auftriebes in der Lage BB mit der Achse CC heißt das 
Metazentrum; in der Abbildung ist dieser Punkt mit dem 



B 

A 



W//////A^/M 



h 



_.y. 




Abb. 102. 



Buchstaben M bezeichnet. Das Gewicht des Schiffes samt 
Ladung geht durch den Schiffsschwerpunkt S, In der Lage BB 
ist das Gewicht ebenfalls senkrecht zur Linie BB gerichtet, 
da diese jetzt mit dem Horizonte zusammenfällt. Auftrieb 
und Gewicht bilden demnach ein Kräftepaar, dessen Hebelarm 
gleich dem Abstände der Punkte M und S multipliziert mit 
dem Sinus des Neigungswinkels a ist, um den das Schiff aus 
der Gleichgewichtslage gedreht wurde. 

Wenn in Abb. 102 das Metazentrum M höher liegt als 
der Schiffsschwerpunkt S, also so wie dort gezeichnet, sucht 
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das Kraftepaar aus Auftrieb und Grewicht den Schiffskörper 
im Sinne des Uhrzeigers gegen den Wasserspiegel BB zu 
drehen. Dabei richtet sich aber das Schiff wieder auf und 
das Gleichgewicht ist stabil. Es wird dagegen labil und ein 
Kentern tritt ein^ sobald das Metazentrum tiefer liegt, als der 
Schiffsschwerpunkt. Es wird also nur darauf ankommen, die 
Lage des Metazentrums zu ermitteln, um die Schwimmsicher- 
heit eines Schiffes zni beurteilen. Man erkennt auch, daß diese 
Frage bei jeder Form des Schiffsquerschnittes einfach auf Grund 
Ton Schwerpunktbestimmungen beantwortet werden kann. 

Für den Fall des recht- 
•eckigen Sehiffsquerschnittes soll 
diese Betrachtung noch etwas 
weiter -durchgeführt und die 
Höhenlage des Metazentrums 
durch Rechnung festgestellt wer- 
den. Die Koordinaten x und y 
des Schwerpunktes eines an der 
Grundlinie 26 rechtwinkligen Trapezes, das in Abb. 103 ge- 
zeichnet ist, folgen nach dem Momentensatze, also nach dem 
in § 27 angegebenen Verfahren zu 



m 




2b 

Abb. 108. 



x = 2b' 



m -\- 2n 



y 



3(w-f n)~ 



3(w4-«)' 

In Abb. 102 tritt hier an Stelle von m die Trapezseite 
h + biga und an Stelle von n die Seite h — htga. Setzt 
man diese Werte era, so erhält man 



X 



,3/1 — 5tga 3Ä*+&*tg*a 

= ^ 3Ä "5 y= ;--6Ä 



Aus X und y erhält man aber auch z, wie aus Abb. 102 her- 
vorgeht, mit Hilfe der Beziehung 

^ ^'y + Q> — oc) cotg a. 

Nach Einsetzen der vorausgehenden Werte geht dies über in 



^ = Y + II(2 + tg'«) 



(160) 
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Damit ist die Höhenlage des Metazenttums über dem Schiffs- 
böden bekannt. Man erkennt, daß M immer höher rückt, 
je größer der Neigungswinkel a gewählt wird. Für eine sehr 
kleine Drehung aus der Gleichgewichtslage nimmt z seinen 
kleinsten Wert k h* 

*o = T + Fä (1^1) 

I 

an. Um ein Schieflegen des Schiffes zu vermeiden, muß man 
durch eine geeignete Gewichtsverteilung dafür sorgen, daß der 
Abstand des Schiffsschwerpunktes vom Schiffsboden aus kleiner 
bleibt, als Zq, — Von dem Höhenunterschiede zwischen den 
Punkten M und S hängt auch die Schwingungsdauer der 
pendelnden Bewegungen des Schiffes der Quere nach ab, die 
man als das „Schlingern'^ bezeichnet. Auf diese Betrachtungen 
kann aber hier nicht weiter eingegangen werden. 

'S 

Anmerkung. Denkt man sich das Schiff anstatt um die 
Längsachse um die zu ihr senkrecht stehende horizontale Quer- 
achse gedreht, so entspricht dieser Drehung ein zweites Metazentrum, 
das auf gleiche Art gefunden werden kann. Dieses zweite Meta- 
Zentrum liegt aber viel höher als das erste, sodaß für die Be- 
urteilung der Stabilität nur das erste in Betracht kommt. 

Es mag noch erwähnt werden, daß man bei beliebiger Schiffs- 
form die Höhe v des Metazentrums über dem Schwerpunkte der 
verdrängten Wassermasse für eine kleine Drehung aus der Gleich- 
gewichtslage aus dem Trägheitsmomente der Schnittfläche der 
Wasserspiegelebene mit dem Schiffsräume (dieses bezogen auf die 
Längsachse der Schnittfläche) allgemein durch die Gleichung 

9 

V- y 

finden kann, in der V das Volumen der Wasserverdrängung be- 
deutet. Von einer Wiedergabe des leicht zu führenden Beweises 
für diese Behauptung sehe ich ab, da eine erschöpfende Behand- 
lung des Gegenstandes an dieser Stelle nicht beabsichtigt ist. Für 
den vorher betrachteten Fall eines parallelepipedisch gestalteten 
Schiffes findet man nach dieser Formel 

12 %h 

in Übereinstimmung mit dem Werte v = 0q — — nach Gl. (161)- 
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Mit der ,^etazentrischen Höhe^% d. h. mit dem Abstände 
zwischen dem Schiffsschwerpunkte S und dem Metazentrum M darf 
jedoch der Abstand v nicht verwechselt werden. 

Sehr hübsch lassen sich die Betrachtungen über die Stabilität 
des Gleichgewichtes schwimmender Körper von böliebiger Gestalt 
auch auf energetischem Wege durchführen. Näheres hierüber findet 
man in einigen Abhandlungen von Prof G. Schulen in der Zeitschr. 
f. math. und naturwissenschaftl. Unterricht, Jahrg. 31, 32 und 33, in 
denen auch einige lehrreiche Beispiele durchgerechnet sind. 
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Zusammenstellung der wichtigsten Formeln. 



Erster Abschnitt. 
Mechanik des materiellen Punktes. 

dl» 



dt 



-0, 



Seit« 

• (1) 18 



H Geschwindigkeit, t Zeit, Aussage des Trägheitsgesetzes für 
den materiellen Punkt, auf den keine Kräfte wirken. 

Q^mg, (5) 80 

^ Gewicht, m Masse, g Beschleunigung der Schwere. 

P==^mb, (6)31 

das dynamische Grundgesetz, b die durch eine Kraft P hervor- 
gerufene Beschleunigung. 

Zusammenstellung der Formeln für die 



gleichf. bescUenn. Bewegung 


gleichf. verzögerte Be 


«) 


« — »0 + U, 


V — Vq — bt, 


ß) 




. ht* 


7) 


S 2 ' 


^-'t'-'. 


S) 


* 2b ' 


«-=^- 




Dimensi 


Lons-Formeln: 




w=- 


2^ -^-*^ ; 




m-f? = 






'ni] = 


■■ KL-^T\ 




;^] = 


- MLT-K 



(13) 35 



(14) 86- 

(15) 87 

(16) 4© 
(17)40 



N 
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Fallbewegong mit Luftwiderstand: g^.^^ 

P=Q- hv\ (18) 45 



_ 7 e^'V^-i 
^ ~ ^ k' ' ^tyW + 1 ' 




(19) 4« 



Je eine von der Gestalt und Größe der Körperoberfläche ab- 
hängige Konstante, äj'= — , v die Geschwindigkeit nach Ab- 
lauf der Zeit t und s der zurückgelegte Weg. 

Ps^'^f-^f-, (21)48 



mv' 



Satz von der lebendigen Kraft, Ps die geleistete Arbeit, 
die lebendige Kraft. 

fPdt = mv- mvQ, (24) 51 

Satz vom Antriebe, fPdt das Zeitintegral der Kraft oder der 
Antrieb und mv die Bewegungsgröße. 

8 = f + *J + J = i^ + iy + f;^, (25) 68 

Zusammensetzung eines Radiusvektors aus seinen Komponenten 
oder Koordinaten. 

» = 1*. (27)66 

Geschwindigkeit H als die zeitliche Änderung des Radius- 
vektors S dargestellt. 

dx dy dz /ckfw mw 

Koordinatendarstellung von Gl. (27). 

*-'i = S^ (30 u. 31) 56 

j^_dv,_d^x^ r._dv,_d*y^ .__dv,_d*z /ooWß 

Darstellung der Beschleunigung und ihrer Komponenten als 
DiflFerentialquotienten der Geschwindigkeit oder des Radius- 
vektors nach der Zeit. 
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5P_mli = mJJ^mg, (33)60 

allgemeinste Form der dynamisclien Grundgleichung für den 
materiellen Punkt, ^ die Kraft. 

W « 2;SP, (35) 61 

Satz vom Kräfteparallelogramm in der allgemeinsten Form, 
8t die Resultierende der ^. 

2;SP = 0, (36) 61 

notwendige und hinreichende GleichgewichtsbediDgung für einen 
einzelnen materiellen Punkt. 

W == 2;^' und 2J^' = 0, (37 u. 38) 62 

Beziehung zwischen den Projektionen ip' auf irgend eine 
Ebene, für den Fall, daß eine Resultierende oder daß Gleich- 
gewicht besteht. 

ti = «; . Hl, (39) 65 

Zerlegung der Geschwindigkeit H in den Richtungsfaktor H^ 
und die absolute Größe v. 

0=^^ = ^, (41)67 

C Zentripetal- oder Zentrifugalkraft bei der Bewegung im 
Kreise vom Radius r. 

* = ^«% + '»«'iS' (^2)67 

Zerlegung der ganzen Kraft ^ an einem beliebig (krumm- 
linig) bewegten materiellen Punkte in eine Normal- und 
eine Tangentialkomponente. 

Jfp^g = ü^* _ 1|l\ (43)15 

allgemeinste Form des Satzes von der lebendigen Kraft für 
den beliebig bewegten Punkt. 

»i^==2;^8, (44)76 

Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, 91 Resultierende der ^, 
^ ein beliebig gedachter Weg. 
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2:^8 = 0, (45) 76 

dasselbe für den Gleichgewichtsfall. 

SB =V^r, (46) 82 

Einführung des Operationszeichens V für das äußere Produkt; 
SB das statische Moment der Kraft ^ mit dem Hebelarm t. 

Vtpr = -Vt^, (47)84 

Satz über die Reihenfolge der Faktoren im äußeren Produkte. 

VU-., Vi. = i; VH-i I , 

Multiplikationsregeln für die Richtungsfaktoren im Rechts- 
systeme. TT- TT 

Ynt^uY^t, (49)88 

Momentensatz; gilt für jeden beliebigen Momentenpunkt. 

2;V^r==0, (50) 90 

dasselbe für den Qleichgewichtsfall. 

YWx^uY^^'t, (51)92 

Momentensatz für die Projektionen der Kräfte in eijier Ebene 
oder auch für die Momente in Bezug auf eine Achse. 

Y^x = i{Y0-Zy) + i{Zx-X^) + l{Xy-Tx), (52) 93 
Darstellung des statischen Momentes durch seine Komponenten, 
d. h. durch die Momente in Bezug auf die Koordinatenachsen. 



V«» = 



i « 



(53) 94 



A^ A^ -4-3 

^1 ^2 ^8 

Zerlegung eines beliebigen äußeren Produktes in seine Kom- 
ponenten. 



Seite 
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Zweiter Abschnitt. 

Mechanik des starren Körpers. 

<p Drehungs Winkel, ti Winkelgeschwindigkeit, w Winkel- 

beschleunigung. 

ti=Vttr, (57)121 

Darstellung der Geschwindigkeit d eines beliebigen Punktes, 
von dem der Radiusvektor t nach dem Anfangspunkte ge- 
zogen ist^ bei einer Drehung mit der Winkelgeschwindig- 
keit tt um eine durch den Anfangspunkt gehende Achse. 

li = ti^+Vut = lio + Vr'tt, (59) 128 

Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes bei der allgemeinsten 
Bewegung eines starren Körpers, Üq Geschwindigkeit des 
Bezugspunktes, t' = — r. 

2:2:3 = ; U2JY 3 r = ; 2:2:3 8 = 0, (64) 148 

Bedingungen, denen dem Wechselwirkungsgesetze (in der all- 
gemeineren Auffassung) zufolge die inneren Kräfte 3 i^ 
einem Körper oder einem Systeme von Körpern jedenfalls 
genügen müssen. 



Dritter Abschnitt. 

Die Lehre vom Schwerpunkte. 

m^ + Wg -[- wig • • • Zm ' ^ ^ 

% das graphische Mittel der Massenabstände r, wofür auch 

M^^Umt (67) 164 

geschrieben werden kann; M Gesamtmasse des Punkthaufens. 

2Jmt = 0, (69) 166 

notwendige und hinreichende Bedingung für den Schwerpunkt 
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Seit» 

Ms = Zmx, (70 u. 73) 169/170 

s Schwerpunktsabstand von Achse oder von Ebene; x die Ab- 
stände der einzelnen Punkte des Haufens. 

2:mx^0, (74) 170 

Schwerpunktsbedingung. 

JkfUo = -SmU, (76) 190 

Hq Geschwindigkeit des Schwerpunkts. 

M^^IJ^ (78)191 

spricht den Satz von der Bewegung des Schwerpunkts aus. 

L - i Jf V + i^^\ (79) 19S 

L lebendige Kraft eines starren Körpers bei einer beliebigen 
Bewegung, ö^ Schwerpunktsgeschwindigkeit, M Masse, 
& Trägheitsmoment für die durch den Schwerpunkt gehende 
Drehachse. 

L=^^&u^, . (80)199 

lebendige Kraft eines rotierenden Körpers; @ das Trägheits- 
moment für die Rotationsachse (die jetzt nicht durch den 
Schwerpunkt zu gehen braucht). 

0^1 = Pp, (81) 20» 

Zusammenhang zwischen der Winkelbeschleunigung ^ der 

drehenden Bewegung und dem statischen Momente Pp, das 
sie hervorbringt. (Gegenstück zur dynamischen Grund- 
gleichung für die fortschreitende Bewegung.) 
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Vierter Abschnitt. 

Energienmwandlimgen. 

Seit6 

Ä = yu^&, (82) 212 

Ä Arbeitsleistung, die im Scbwungrade einer Dampfmaschine 
aufgespeichert werden soll, y üngleichförmigkeitsgrad. 

Mr cos q)U^, 216 

Formel für den Massendruck des Gestänges der Dampfmaschine, 
M Masse des Gestänges, r Kurbelradius, ip Kurbelstellung. 

Zusammenstellung der physikalischen und technischen Maß- 
einheiten fiir Kraft, Energie und Energieströme auf Seite 224 



Ffinfter Abschnitt. 

Die Reibung. 

F = fN, (83) 228 

F gleitende Reibung, N Normaldruck, f Reibungskoeffizient. 

tg9 = 5=/', (84)286 

Einführung des Reibungswinkels g?. n 

q=-rf\ (85) 249 

q Halbmesser des Reibungskreises bei der Zapfenreibung, f der 
zugehörige Reibungskoeffizient und r der Zapfenhalbmesser. 

H-Q"-^P=rQ, (87)259 

JS Zugkraft für die Bewegung eines Wagens vom Gewichte Q 
auf horizontaler Bahn, R Radhalbmesser, r Zapfenhalbmesser, 
e die infolge der rollenden Reibung auftretende Horizontal- 
verschiebung des Angriffspunktes des Druckes, mit dem das 
Rad auf dem Boden aufsitzt, f der sich aus diesen Größen 
zusammensetzende Faktor des Zugwiderstandes. 
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i; = T^ef-, (88) 263 

T^ und Tq die Endspannungen eines im Grenzzustande des 
Gleitens befindlichen Seiles oder Riemens ^ der über eine 
kreisförmige Scheibe geschlungen ist^ a der umspannte Bogen^ 
f Reibungskoeffizient für gleitende Reibung^ e = 2,718 .. . 

Si « riS^, (89) 208 

t\ der Wirkungsgrad einer Rolle, S^ und S^ Spannungen des 
auflaufenden und des ablaufenden Seiles. 



Näherungsformel für den Wirkungsgrad einer flachgängigen 
Schraube von geringer Steigung Ä, l Umfang eines Ge- 
windeumlaufs. 

genauere Formel für diesen Wirkungsgrad, a der Steigungs- 
winkel, 9 der Reibüngswinkel. 



iJ'-Vz' (98)2" 

Näherungsformel für den Wirkungsgrad der scharfgängigen 
Schraube, t Gewindetiefe, s Seite des Gewindequerschnitts. 

y cos' a — cos' p — faiD. a 

genauere Formel für die scharfgängige Schraube, Bedeutung 
Ton ß aus Abb. 81 zu entnehmen. 



Pöppl, Einführung in die Mechanik. 3. Aufl. 27 
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Sechster Abschnitt. 

Elastizität und Festigkeit. 

Jl^^ Seite 

A ^fPd^l, (100) 293 



Ä Formänderungsarbeit, die von der Kraft P geleistet wird, 
wenn sie die Formänderung ^l^ hervorbringt. 

(103) 29« 

(105) 297 

^l Längenänderung eines Stabes von der ursprünglichen Länge l 

P 
F 



^l^ 


PI 

'' EF' 


dl 


c 


l 


~ E' 



p 

nnter der Kraft P, F Querschnittsfläche, <? = ^ die spezifische 



Spannung und E der Elastizitätsmodul. 

F=F,-J'\ (106)800 

Fq der Anfangsquerschnitt eines verjüngten Seiles, jP Quer- 
schnitt im Abstände x, y das spezifische Gewicht, x die 
zulässige spezifische Spannung des Materials. 

J = f (107)805 

spricht die Hypothese der linearen Spannungsverteilung bei 
der Biegung aus. 

ö'=fe; ö' = ^, (108 u. 109) 807 

gewöhnliche Biegungsformel, o Kantenspannung, M Biegungs- 
moment, Trägheitsmoment, e Abstand der äußersten Faser 
von der Mitte, W Widerstandsmoment. 

= ^2°, (110)808 

Formel für das Trägheitsmoment des rechteckigen Querschnitts 
von der Breite 6 und der Höhe h. 
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<^ = 5±^, (111)810 

Formel für die exzentrische Zug- oder Drackbelastung^ p Ex- 
zentrzität des Kraftangrififs. 

p^^Ee^ (112)811 

Formel von Euler für Lagerung zwischen Spitzen, l Stablänge. 

r Torsionsspannung einer auf Verdrehen beanspruchten Welle, 
M Verwindungsmoment, a Halbmesser des kreisförmigen 
Querschnitts. 



Siebenter Abschnitt. 

Der Stoß fester Körper. 

„ = ftA±.ftA^ (116)818 

vi I v2 

u gemeinsame Geschwindigkeit der Körper von den Gewichten 
Qi, Q2 und den Anfangsgeschwindigkeiten v^,V2 am Ende der 
ersten Stoßperiode beim geraden zentralen Stoße. 

Verl = Verlust an lebendiger Kraft während der ersten Stoß- 
periode, g Beschleunigung der Schwere. 



^1- Q^ + Q, 



h 



(119) 824 



' Öl + Q, 

ii\y w^ Endgeschwindigkeiten beider Körper beim vollkommen 
elastischen Stoße. 

i = io (120) 824 

drückt aus, daß beim vollkommen elastischen Stoße kein Ver- 
lust an lebendiger Kraft (L) stattfindet. 

27* 
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rit TT Seite 

^ ^ (121) 829 



P Tragkraft eines Pfahles, Q^ Pfahlgewicht, Q Gewicht des 
Rammbärs, der aus der Höhe H herabfällt und den Pfahl 
um h eindringen läßt (Formel ziemlich unzuverlässig). 

Fh^Q{H-H^), (122)882 

andere (aber auch nicht viel bessere) Formel für die Tragkraft 
des Pfahls; H^ die unwirksame Hubhöhe des Rammbärs. 

<==^2^¥^»; (126) 885 

m^' die reduzierte Masse, die beim exzentrischen Stoße an 
Stelle der Masse m^ einzuführen ist, um den Fall auf den 
des zentralen Stoßes zurückzuführen, p Exzentrizität, d. h. 
Abstand der Stoßnormale vom Schwerpunkte und i Träg- 
heitshalbmesser in Bezug auf die durch den Schwerpunkt 
gehende Drehachse. 

Jfred = |=^'(^)', (128) m 

itfred die reduzierte Masse eines Körpers mit fester Drehachse, 
gegen den ein Stoß mit der Exzentrizität p ausgeführt 
wird, i Trägheitshalbmesser für die feste Drehachse, ^2 Ge- 
wicht des Körpers. 

^=|, (129)840 

z Abstand des Stoßmittelpunktes vom Schwerpunkte eines 
freien, exzentrisch gestoßenen Körpers, p Abstand der Stoß- 
normale vom Schwerpunkte, i Trägheitshalbmesser für die 
Schwerpunktsachse. 

«'1 = fP, %^ , (130) 848 

w^=-fpM, (131)848 



'» 



SO.' 
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Ü^ = F,-^|« 
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(132) 344 



FormeLa für den schiefen Stoß; Q^ stößt auf das mliende Q^, 
Normalkomponente der Anfangsgeschwindigkeit t?i, Tan- 
gentialkomponente F^ ; w^ Winkelgeschwindigkeit von Q^ 
am Ende der ersten Stoßperiode^ p^ Kugelhalbmesser, 
/* Reibungskoeffizient; &^ Trägheitsmoment von Q^'^ ähnlich 
bei Q^. Femer U^, U^ die Tangentialkomponenten der Ge- 
schwindigkeiten beider Körper am Ende der ersten Stoß- 
periode. 

u der Winkel, den die Stoßrichtung mit der Richtung der 
Normalen bildet; wenn tga mindestens den hier angegebenen 
Wert hat, gelten die Formeln 130 — 132, bei einem weniger 
schiefen Stoße werden sie ungültig. 



Achter Abschnitt. 

Die Mechanik flüssiger Körper. 

p ^p + yh, (134) 867 

p und p die Drücke an zwei Stellen einer ruhenden Flüssig- 
keit im Höhenabstande A, y spezifisches Gewicht. 

A=-JpdV, (135) 869 

A Arbeit der äußeren Kräfte bei einer Volumenänderung der 
Flüssigkeit. 



V = cYWg, (136) 861 

V Ausflußgeschwindigkeit, c Geschwindigkeitskoeffizient, h 
Druckhöhe. 



422 ZasammensteUnng der wichtigsten Foimeln. 

Seite 

Q == JcFY2gh, (138) 862 

Q Ausflußmenge (in Raumeinheiten ausgedrückt), F Ausfluß- 
querschnitt, Je Ausflußkoeffizient. 

p'==::p + y(h + H-H') (140)866 

tritt an Stelle von GrL (134) bei bewegter Flüssigkeit; H und 
IT die Qeschwindigkeitshöhen an zwei Stellen eines Strom- 
fadens, auf die sich auch p und p' und der Höhenunter- 
schied h beziehen. 



V = cy2g{h - h'), (141) 86» 

für den Ausfluß unter Wasser beim Druckhöhenunterschiede 
h — h\ 

Q = ^]cFy2gh, (143) 871 

Q Wassermenge für ein Überfallwehr. 

t^<VE-ynF, (145)872 

t Zeit, die vergeht, bis sich. der Wasserstand in einem zylin- 
drischen Gefäße vom Querschnitte F von h bis K gesenkt 
hat, f Querschnitt der AusflußöflFnung. 

P=^, (146)874 

P Druck eines Wasserstrahls vom Querschnitte F gegen eine 
ebene Wand. 

P = ^^^ (1 - cos a) (148) 876 

tritt an Stelle der vorigen Formel, wenn die Richtung des 
abfließenden Wassers mit der ursprünglichen Bewegungs- 
richtung den Winkel « bildet. 

P=^^\ma, (149) 878 

P Normaldruck eines schief auf eine ebene Wand auffcrefiFenden 
Wasserstrahls, a ist hier der Winkel, den die Richtui^ des 
Strahls mit der Wand bildet. 
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P = yÖ" ^y^^ = 2YFh, (151) 881 

P die Reaktion eines aus dem Querschnitte F ohne weitere 
Kontraktion austretenden Strahles für die Druckhöhe h. 

P=K^-^, (152)885 

P Druck des Wassers oder Windes auf eine Fläche JF, K ein 
aus Yersachen zu entnehmender Koeffizient. 

P' = P sin«, (154)887 

P = pi^+^^l^ (155) 887 

Formeln von Lössl und von Rayleigh für den Stoßdruck P' 
beim schiefen Stoße, a der Neigungswinkel gegen die Wand, 
P der Druck beim rechtwinkligen AuftreflFen. 

P'=Psin2a, (156) 889 

P" die Komponente des Stoßdruckes in der Bewegungsrichtung 
des Windes oder des Wassers. 

V = kYrs, (157) 898 

V Geschwindigkeit des Wassers in einem Flusse oder Kanäle, 
r der Profilradius, s das Gefäll, Je eine aus Versuchen zu 
entnehmende Konstante. 



y-k+ —^,- Ig ? -^l -]" J- -= + 1/3 (arctg -— ^ 

- arctg ?^i!^) ) = - 5^, (159) 897 

Gleichung der Staukurve; darin ist h die Tiefe am Wehre 
und m und n bedeuten 



=m »=fi 



m — " " . -. _ ., V 



wobei Q die in der Zeiteinheit abzuführende Wassermenge, 
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b die Breite des Kanals ist. Man hat auch n =^ t, d. h. 
' gleicli der Wassertiefe vor dem Stau. 

^0 = 1 + ^, (161) *08 

^Q die Höhe des Schwerpunktes eines Schiffes von rechteckigem 
Querschnitte über dem Boden, die nicht überschritten werden 
darf, wenn das Gleichgewicht nicht labil werden soll, h Tiefe 
der Eintauchung, b Hälfte der Schiffsbreite. 



Sachverzeichnis. 



Seite 

Abgeleitete Einheiten .... 35 

Absolute Bewegung 21 

Absolutes Maßsystem .... 39 

Achsendrehung der Erde. . . 19 

Angriffspunkt 133, 147 

Antrieb 61 

Arbeit 48, 73 

— von Eräftepaar .... 151 

Auftrieb 402 

Augenblicklicher Drehpunkt . 118 

Ausfluß aus Gefäßen . . . 359, 370 

— unter Wasser 368 

Ausflußkoefflzient 362 

Ausflußzeiten 371 

Äußeres Produkt 78 

Balken 156, 303 

Ballistisches Pendel 321 

Beschleunigung ... 28, 32, 55 

Bewegung des starren Körpers 112 

Bewegungsgröße 51 

Bezogene Spannung 296 

Bidone, Wassersprung .... 398 

Biegungsfestigkeit 303 

Brucharbeit 293 

Dampf Strahlpumpe 368 

Daumenregeln 85 

Dimensionen 35 

Druckfestigkeit 300 

Dyn 41 

Dynamisches Grundgesetz 30, 60 

Föppl, Einführung in die Mechanik. 



Seite 

Ebene Bewegung 115 

Einschnürung von Wasserstrahl 360 

Elastizitätsgrad 289 

Elastizitätsgrenze .... 288, 294 

Elastizitätsmodul 297 

Elementarschraubenbewegung 125 

Energieströme 216 

Energieumwandlungen .... 207 

Erfahrung 1 

Exzentrischer Stoß 333 

Exzentrische Zug- oder Druck- 
festigkeit 310 

Eytelweinsche Formel .... 393 

Fallbewegung 26 

— mit Luftwiderstand .... 44 

Fallschirm 48 

Femwirkung 23 

Fließgrenze 293 

Flüssigkeitsdruck . . . .357, 364 

Formänderurfgsarbeit .... 293 

Foucaultscher Pendelversuch . 19 

Freiheitsgrade 126 

Fundamentaleinheiten .... 35 



Geometrisches Differential . . 
Geometrische Produkte . 74, 

— Summe 

Gerader Stoß . . . ^ . 
Geschwindigkeit . . . 
Geschwindigkeitshöhe . 
Geschwindigkeitskoeffizient 

27** 



26, 



54 

78 

53 

316 

55 

365 

361 



426 



Sachverzeichnis. 



Seite 

Gewicht 29 

Gleichförmig beschleunigte od. 

verzögerte Bewegung ... 35 

Gleiche Festigkeit 308 

Gleichgewicht eines Körpers . 131 

— von Kräften am Körper . . 131 

— , labil oder stabil . . . 184, 404 

Gleichgewichtsbedingung 61, 136 

Graphische Summe 53 

Graphisches Mittel 164 

Gruppenschwerpunkt . . . .166 

Guldinsche Regel 182 

Hebel 153 

Holz, Festigkeit 300 

Hookesches Gesetz . . .292, 296 

Hydraulische Tiefe 391 

Impuls 51 

Indifferentes Gleichgewicht . .184 

Injektor 368 

Innere Kräfte 134 

Innere Reibungen 355 

Inneres Produkt 74 

Kinematik Il3 

Knickfestigkeit 310 

Kontraktionskoeffizient. . . . 361 

Koordinatensysteme 86 

Körper von gleicher Festigkeit 308 

Kraft 21 

Kraftsinn * . . . . 22 

Kräftepaar .... 138, 149, 192 

Kräfteparallelogramm . . 57, 60 

Kräfteprojektionen 62 

Kräftevieleck 61 

Kräftezusammensetzung . . . 144 

Kreisförmige Bewegung ... 65 

BjTummlinige Bewegung . 51, 67 

Kurbelmechanismus 209 

Labiles Gleichgewicht . . . .184 

Lebendige Kraft . . . . 48, 195 



Seite 

Linienintegral der Kraft 50, 75 

Lösslsche Formel ...... 387 

Luftwiderstand . . . . . 44, 385 

• 

Masse 30 

Massenausgleich 194 

Massendruck 213 

Massenkraft 132 

Maßsysteme 35 

Materieller Punkt 13 

Metazentrum 406 

Mittelpunkt des Stoßes ... 339 

Mittelpunkt paralleler Kräfte 171 

Momentanachse 120 

Momentanzentrum 118 

Momente für Achsen .... 91 

Momentendreieck 79 

Momentensatz 78 

Momentenvektor 81 

Multiplikationssätze . 77, 90, 93 

Nahe Wirkung 23 

Neutrale oder Nulllinie . . . 305 

Oberflächenkräfte 132 

Parallelogramm der Kräfte . . 57 

Parallele Kräfte 148 

Platte 158 

Pol der Bewegung 118 

Prinzip der Aktion und Re- 
aktion 134 

— der Unabhängigkeit ... 57 

— der virtuellen Geschwindig- 
keiten ....'.. 77, 140, 143 

Profilradius 391 

Proportionalitätsgrenze . . . 293 

Punkthaufen 110 

Quetschgrenze 293 

Radiusvektor 52 

Rammen 326 



SacliTerzeichnis. 



427 



Seite 

Rayleighsche Formel .... 387 

Reaktion eines Wasserstrahls 379 

Rechtssystem im Räume ... 84 

Reduzierte Masse .... 336, 338 

Reibung, bohrende 262 

— , gleitende 226 

— , Koefßzient 228 

— , rollende *25Ö 

— , Abhängigkeit v. Geschwin- 
digkeit 230 

— , Bremsen von Eisenbabn- 

zügen 232 

— in Führungen 241 

— , Schmierung mit Stearin . 234 

— an Schrauben 269 

— an Seilen 261 

— , Winkel und Kegel .... 234 

— an Zahnrädern 244 

— an Zapfen, Reibungskreis . 247 
Reihenfolge der Faktoren im 

Produkte 84 

Relative Bewegung 21 

Richtungsfaktoren 52 

Rolle, Wirkungsgrad .... 268 

Rotation 114 

Rotationsenergie 197 

Schiefe Ebene 97 

Schiefer Stoß .341 

Schienenüberhöhung 71 

Schlagwerke 325 

Schraube, Wirkungsgrad 271, 277 

Schraubung 125 

Schubfestigkeit 302 

Schwerlinie 169 

Schwerpunkt 163 

— eines Dreiecks 179 

— einer Halbkreisfläche . . . 183 

— eines Kreisbogens .... 177 

— einer Linie 176 

— eines Trapezes .... 180, 201 
-, Satz von der Bewegung . 189 

Schwimmende Körper .... 401 



Seite 

Schwungrad 208 

Seilreibung 261 

Seilsteifigkeit 266 

Sicherheitskoeffizient . . . .297 

Spannungsverteilung .... 305 

Sprödigkeit 294 

Stabiles Gleichgewicht .... 184 

Stabkonstante 296 

Starrer Körper 110, 322 

Stauhügel 384 

Staukurve 394 

Stoßdruck .... 315, 320, 374 

Stoßmittelpunkt 339 

Stoßperioden 317 

Stoß gegen feste Wand . . . 347 

Strahlpumpen 367 

Streckgrenze 293 

Stromfaden 360, 3G4 

Superpositionsprinzip .... 59 

Technisches Maßsystem ... 39 

Torsion 311 

Translation 113 

Translationsenergie 197 

Trägheitsgesetz 17 

Trägheitsmoment .... 198, 307 

Überfallwehr 371 

Ungleichförmig beschleunigte 

Bewegung 43 

Vektor 18 

Yenturi -Wassermesser .... 366 

Yerdrehungs Winkel 312 

Verjüngte Seile 299 

Verschiebung d. Angriffspunktes 146 

Verwindung 311 

Virtuelle Verschiebungen . . 76 

Vollkommene Flüssigkeit 351, 355 

Vorgeschriebene Bahn .... 95 

Wassermenge eines Flusses . 390 

Wassersprung 398 



